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1. 

De aequationibus secundi gradus iDdeterminatis, 



Dissertalio inauguraiis. 



(Aodore Adolph. GSpeL") *) 



Datfs miiMris A et C, »equaiX^vm j^-—Jh*^±C cel. Lagrange 

demonstravit ea condilione resolubilem esse, ut si C<^iIA, fracUo — sit in 

r 

aumero Mrom, quae versus •\'A convergant, Evolnla igitur radice y'A in 
fracÜoneiD comiaaam, melbodam indicavU, qaa omnes nomeri C<Z^A inve- 
nirentnr, per qaos aeqoatio illa soivi possei. Qui, quamvis ab A ita pendeant, 

ut nonnisi evolulione radids yA oniantur, nonnuHi Inmen sunt, qui ex sola 
discerplione nuineri .4 cofrnoscantur; qiiod qiiomodo fiat in numens primis 
forma« 4»-|-3 eorumque duplis, bis€e paginis explicaudum mihi conslilui. 

Quaevis radix = y'(ff'- Ä), ubi < ^ < (a-|- 1)% in fraclionem 
contiiiii irn cversa,, cujus nomeratoreä uiiilati aequates sin(, habet denumeratores 
(quos quoUcates vocant}) qui symmetricaui formant periodom ejusmodi: 

(ä, /fii ... iu,, 2a, oeg, 
Designantibus more solilo 22Xi.*») ff aciiones versus ^/l convergeules, 

•^y*^ qnoßentem eomplelnin (ol est apvd ceL £i«^aiidir«), qni ad qaeu- 

Gonque quolienlem ft perlinent, buLieiur 



«) (Vide hujus Diarii lom. 35 p. 318 et 313). 

**3 Adjedis zero proxlm« antecadentes, apicibai inseqaentei denotaatar. 
Crell»** Joanial f. d. M. Bd. XLV. 1. 1 
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% i. Gipel, 4» ueqitalwt^ua 9§e. grmdu* Meterm. 

0 0 n 

(1.) ^+;i> = Äy+^, 

(2.) pJ-\-pD = bff — ap atque elimiaando D vel J, 
(3.) J = CW-/»J)[%-«(W-|-W)— W]» 

(4.) H (w-Pf)[C«f+p)*- Jy*)], 

ita ut series D sit series Yalonm expressienis 9^—Ay^ alternis signis affecto- 
rnn; et si qaod D evolatioiie radieis j/A invenlnm sit, aeqnaüo ^—Ay^ 

= ±D per fracUonem — , qnae ad iiiud D pcrliuet, solvenda esl. Dfiode 

quam sit • 

j-f r * , 

(5.) = J^J', 

(60 il-J" — öiy. 
Aeq. C^O docet a esse Kaitem, qnem non exeedlt Js aeq. (5>)i d« esse enm, 
quem non exoednnt fi D, quippe quod J tXD sunt nnmeri positivi. Prae- 

0 

lerea series numerorum (...«/, «/, •/ , . . .) et (//. //', . . .) utraquc habet 
periodum symoielricum : et si quolicnlium poriudus ila e^t inälitula, ut non 
liabeat termioam medium, {D, . . . D^. . . . />,) est ejusderamodi periodus. 
Contra est (J, . . . J^-i Jx - «1 neq. (6.) baec est A^J^^i-\- DU 
qooniam dno D, qnae sunt media, inier se nequalia snat. Sin lerminum me- 
dinm habeant qnotienles, ita (jUi, . . . fijet^rf^jt • • •)» habet etiam series D, non 
habet J; et aeqq. (5. 6.)« posito evadnnl: 

&D = 2J, A^^~ = Z/2/'. 

Unde elncet, illud D, qaod est in media periodo, esse divisorem numeri A, 
si est impar; nomeri dJ« si est per. Jam quam neqne nnmerns primns p 
formae 4it-f 3 naque ejns daploro possint in formam J'-f^ redigi, neeesse 
est ut qnotientes radieis ^p vel habeant terminum medium, atque medium 
D sit aut =2 aut Sed qnnm p vX^^^m et D oporteal esse <Z2ü, 

COttdudilar B esse =2, alqae binc, aoqaationem x^ — Ay- — ±2 sotobilem 
esse, si J est numerus primns 4j|'| 3 simplex vel duplex. Signum intelJi- 
gendnm est snperius, si n est impar, inferius, ri n est par; id quod, omissis 
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ex illa aeqiialione nutneri 8 iiiultiplis, in ocnlis est. Qme. quuni salis sint 
Omnibus nota^ cquidciu ab ovo nou repeto et quae sit quolicnlibus radicis 
conditio, si quod est />=s2, disqairam. 

Positis — fractionibus, quae ad l|s=2 perliii«nt, io aeqq. (1. et 2.), 

H ** 

habes : 

C?.} »(«— J) = 3a->jii, (8.) »(a-l- J)-«» = —2m 
linde a«, qoao qaaeritnr, conditio eücienda est. 

I. Nam si eal 2u<in sive vIliBBS fractfonis ~ qaotiens >1, mdit 

!iH'~m<.m, alqoe existente nrnnero Integre, 9ms^m; iade Jsss«. 

Quoliens correspuadeiis /t est proxime <1 -^^^—^ ^ a; quamobrem 

aein. {7» et 8.) Iiae fiiiDt: J' b m, 2 am— in — — Snij aode fonnee 

^ as=q:iMi-|-ns, htss^B, HsTer-f me eramrtiir. 

II. Sin est 2n>>» sive ulllmas l'raclionis — qaotieos=l, est certe 
3n— Mi<:3fi— m atqoe ex aeq. (7.) Sm.— Js«.-.-!, eodoiqne > 

• 0 0 0 

ac supra modo J' = «— 1, 2am — h»^m — 2inj at==±n{n — 

^ss26'-j-l, 6' = ± «•(» — »») -fm«. 

In utroqne anlcm caf^n habemas diio J, qaae conligna sint et aequalia, 
unde adhibitis oeqq. (5. et 6.) stalim dedacitur, illud D, qaod est 2, esse 
medinm periodi lerminum. Radiccs itaqiio nnmerorum -4, qoibos acqnatio 
x^ — Ay'^ — ±2 solubiiis est, in fractionem coQlinuam evolotae, babent quo- 
lientiam periodum: 

I. aut banc, si A=^t^-\-2B, 

ißt ft# • • • • f^x* • • • 0 

nbi 

0 0 0 

(9.) m=2n; mn — tnn = ±^i^ 

IL an! kanc, A «'+3^+1, 

/«ji^, 1 , ar— 1, 1, .... /»i ... .) 

\* 



Dlgltized by Google 



4 Giipel, de ae^umlMHUui «ee. grmiut nuMefm. 

«hi . 

_ • • • 

(11.) iii = 2fi— «, «Ml— mi» = ±1, 

0 

(12.) 2am — bn z= rn — 2m. 

I. Jam patet ex aeq. (6.) A—^a^ = 2D' sive D' = B, id quod huic 
tbeorcmati locuni dat: 

„Omnibus nuraeris primis 4A'-\-3 eorunique duplis A— d^-^ 2B, 
„aequationes aP^ — -4y*= + 2, = + ß solnbiles sunt. Signum intelligo supenub 
»vel inferios, pront Ä (vei iÄ") est fonnae 8.4" 4 7 vel 8J"-f 3." 

n. IlMB ]Ki8iti8.r»a— 1, Hl aeq. (6.) evadit Ä — ^a—\ f=W, 
iy^a'\-¥, Deiiido positb ff^a^h\ J'=a^i, patet J-^b^i, 

D^^a^V, Qm bisee verUs exprinrantor: 

»Omnllws Dnmwis primis 4ii'«f 3 eoramqne duplis A^i?-\-%V-\^\^ 
«aeqoationes«*— ^)^ ss±2, s 7 (a-f t')* »±(«—y) solnbiles saot, signis 
9«t Bopra habids.** 

Haee dno ibeoremata, qaae ed. MMtrumg, Ued. Dri., debenlor, eandem 
melhpdam seentas «ICKposai qua doetissiains vir ia libeUo maimscripto, qaem benigne 
mecam commnnieari ▼olnil, aieoqne permisit arbitrio, iageniosisriaia asns est 

f. 3. 

Aeqnaliones eoiuKlIoaales sapra Jaadalas paalo aeeoralins laTestigabo «t ae 
qua oriatar signofoiii anbignilas» seorsim aeqaalioneai ^ — Ay* = —2 tractabo* 

ConjBBfltis aeqq. C^O» qu« «d A^«^-\' 2B speelaal, evadit 2ti?-i>isssmm, 
ande oonetadllar ai et n esse fonnae i^-\-2ü^', cujus mihi, quamvls cogai- 
tae, rel demonsbraliooeai liesnt alferre. Diseerpatar ealm qaolienUaai tirfes 

thi f^x) ilqw babealnr (0, ju,, . . . . /^^i) oam eonvergentibiu . 

0 

JL, JL 

et (jUy, . . . . fi^) cum convergeolibus 

etldenolante±l,effili»9~^9^»»inx-^t=.t. Bii deinde ? 4^^, 

■jj^ga *^ ™ el ms££2ii sive 
qic-f-q» 

(13.) — 29» as= 2^X'-f«r. 
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Posilo 

(14.) ^^(pn^2^)$ = (2ii-fx)i, 
ippirel naincro« n, x, n, x basoe habere formas 

^ i • • • . • * • 

«a ^nidem leg«, at sil 

(16.) «T'+ass«,, 

id qaod sabstitutis valoribus ti^ x, n, x in aeq. m^nxss—i reperitiir. lidem 

vaiores in expressiones m ei n sabsliluti dant: 

Vides nnmeroB e et «i semper esse pontivoi. Numeros aatem ^ positivas 



p_ 
7 

pleetitar; nanqne si ila dieeerpilnr, nt ^ fiat allimas primae partia quoltena, ea 



▼el negallvaa est preot minorem Tel majorem qoolieitUDm Domemm com- 



■T' "?"» T» • 9"** fueruat, fiuot -J, wvh^, , * , , 

0 0 0, o 

— i, <f', unde <f = (2yx — py.)i ~jj.^(px •~2q>f)i ^ ö — //y.c,.<T igilur eo 

0 

minor OKsblit^ qno major est index y* At sumio y — i^ est ^ = 2» posi- 

tlvom, et snmtoxss«^ est^as— 2» negativum. Est itaqne aliqnod ^, qnod 
ait negativnm, dum J est positivom aut sattem = 0. Quodsi 4^ esi positivum« 
«et «=1, id qnod hoc modo derivatnr. Qooniam 

H 0 0 

— > /*y i. e. dq-\-eq:> (Jy-j f^y)/*, 

aiTo {«— <)'^,)v>(«tf«y— 
qnod per <j aoltipttcatnm, boe est: 

etseet, qaod e,jHy—d positivom esse posnfmns: 

aut A} ^ (f , //, — (T; = 1 , nnde J — 1 , ff, ^ 3 , = 2 , 2, 
c = 3, «1=1, quae iu ae^ij. (^iü. 17. 18.) subsliluta daiU 
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II i. Göpel, de aequationibut »ee. gradut indeierm, 

0 « 

ubi 2fxat et fractiones ^9—1 sunt io Damero earuro, qiiae 

v«ratiB — convergwit; 

tat a) «=1« C|BB2f qood dat 

«• • • 

27r=j», Jf = /», 

ubi ^ — 2faf=t el -2- Tarsus ^ conyergVDt, 

7 

ant «s2, unde 
ttbi -T"' ~ Tefsas — convergant et jne—Hqx^i. 

q " 

Quibus üiiinihus in uhhui colleclis, conchidendum est, oiniics formae 

0 

Sit*-!'! divisores posse per rormam ü^-\-2i>' e.xpriiui; ita quidem, ut si sit 
u = u^-\-^, m = a' + 2/^« babealor au — 2ßv^i, n = a»-\'ßm atqae 
aat — , — , t aal — , ant — , — versas — «mTergaot, proat 

esl »ul 2i?>ti">i> aat «>2p aut «<;p. 

Islae jam fraotkuies singnlatini pro -y- et ^ iDae4{q.(3.et4.)penaBtur 

atqve eruanlor correspoodentes Dumeri J et Dj qiiae ut mno icta perficiantur, 
sttbstituas « « 

£. _ £. 2dß-\-ea 

0 

atquc deinceps pro d, e, d", e qui iis conTeoioDl, valores ponas. 
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#. Göpelj de aequttUonibu» tec. gradut indeterm. 



-4ußa 
-iß" 



4- w'A 
^de-^d' e) — 2ava 



ee > • 



-f- tt'vb 

-"(au-j 2ßc)tiL 
— 2aß — «f 

Aeqaationis (10.) op« evenit 

quare designantibas brevilatis causa 

(20.) (f ^ l— ttr64-(aii-f 2/9r}a-i-2«/9lf, 

0 0 0 

babelur J — (ä"e — de) [2(id" — ee)ii' — (de -j- d'e] </]. Compulatione expres- 
sioDiä D supersederi poiest, namque comparalis ioter so acqq. (3. el 4r) 

• 9 

apparel ex lertia, nulalis sigoo et f», q in p, q, qoarUiiD fieri. Est itaqne 

§4. 

Alteraiu jam conditionem (11.), quae ad A = -x- 2lf' -\- i perlinet, 

' 0 0 0 

eodem modo tracto. Fil enin 2»^-{-t — im-j-n)n, accommodatiaqne iis, quae 
supra dixi, ad bonc casnm, conslal esse n » f«*-f- Se*« iii-|-fis=a'-f ^/^t 
existente tt» — 2ßt> — i, n=av-\-ßu^ m=a{a — v)-\-ß{2ß — u)\ conslat 

m .j 26— a a 2ä4-a . a 2ß 2« ' . 

insnper iracliones , — , J]^^ versus — convergere, unde 

col igitur -J-s- ■ — —r*-, ^ nr-i ■ aal , aul 

— ^- , esse in nnmero earnm, quae versus • — sive — conver- 

ganl, proui est 2p >. « r aul u^>2v aul « In eodem fere. quo 

süpra, loco res esl. Naniquc ubi fuil 2ß, a, hic esl 2/)' — « — v. De- 
sigDHitliiius itaque, aühibila aeq. (12.) 

(22.) (p = L— i#P*-f ((a — r)tt-i-(2/?— t/)p)ä-|-(«-r)(2/^ — 
(23.) = [— »'Ä-f 2:«— t?)oa-f (ß — t?;']» 

= 4[ii'*-2:2/i-«)iia-(2/^-ii/it, 
J ei Ü babent easdem alque supra formas. 
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8 



f* Göp§i, dt ovfiMlMiiiliM Mt, fimhi$ Mtterm, 



A. Jörn si est 2v>>uy>v ponalur successive ä=\^ «=—1; 
d = 0^ « = 1 ; rf = 1, 1, iovenientur /?"=y-f 2^; Js=y— D=yfi 
J't:=iyf-\-(f, D' =iff — 2(p. 

B. Si est Ii >■ 2 c, ponalur </ = 0, « = 1 ; <^ = 1, « — 0, üt i>' = y/; 

C. Sin est u<Cv, poiHtartf-Bl, «&=0;il=0, «s=l,eYftdit 

n*s=2^'i j=—<p, D = }p, 

atqae omnibos casibns id est commaoe, nl sit A^fP-{-Diyss=<f--{-2if^, 
node apparet quein vtB numerom primom 8fi-f-3 in qnadnitam daplicemqne 
qaadratnin disaolvi posse. 

omniBo est positiTum, ^ aateni, qood signani habeal, ex aeq. (34.) 
(iP— 2v')V'— 3«r^B quam naltiplicalis aeqq. (20.) (vel 23.) per 4wv, 
atimina aeqq. (30.) (vel 23.) per ti^^Sv* alleraqne ab altera snbiraetis eraere 
licet, cognoBces. Habet enim idcm, quod — 2v*, Signum. Haec aeqnatio 
doeel qnoqoe ezpressiones 4y)'— xf- et («'— 4i^i>* sive (m^— 4a')(ii'— »*) 
eodem esse sigDO praedilas. Quere si est V>*39» sign! DuUa raliooe babita« 
rep'erilur 2v>'«>>r, quod sub (A.) cvcnli; sin esl V"<2^p, est aut «>2i> 
avt «<!Vj qdae ad (B.) et (C.) perttaeal. Invento iiaqne relalionis inter 
u et r criterio, quum numeri primi eorumqae dupli una lantum rattone per 
formaai a?^-] 2v' exprimi po?sint. *) hocco propono theorema: 

„Nvimeris pritnis bn-^-ä otqiic eorum duplis >4 — r/:'-f-2^% aequaliones 
„tndeloriiiinalac a' — Av'^^- — »(vH 2'/'- —iff', = —»('/' solobiles 
„sunl, stesl !/'>>2ff,- acquatioiies ar* — ^> ' = — ••2^, =i,\i', siesly><^2y." 

De signo lilcrae t infra dicturus sum. 

§.5. 

Venio nunc ad eos numpros A, (piibus aequalio or' — ^4 y' — 2 propria 
esl, id quod impriniiä numcris primis 8N-f 7 eornmquc doplls convenil alqna 
deioceps ejus casus, qui eai in §.2 sub I. ralionem babeo. 

Discerpentibus, nl io §. 3, quolienliain Seriem atque itsdem Uterts' 

utentlbos, est pq—yqssst, nx — ^arst ei 

(35.) ä^(pn^2^)i^{2}i—fx)i, 

*) ?id. L»geHire, TU99iB des Nombres. 
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exisfento ooDditioiio 

(27.) <Jf"— 2 = ««». , 

FioQt deiode 



0, 



(30.) ; = 

Numeros Itaque J est posiliviis el quum sit ()^ — J^ — «j/i^, minuitur, 
donec Cj est posiUvum, augetur, donec est nej^alivum. Exislentc, f)'^ — 2 = «'«',, 
= = vieles esse t'ti^ü, si ncgalivuni, tf\-^Cf.fi si est 
positivum, omai igitur ratiooe esse sive <"<Ci, qaare, si duo couligua « 
sunt negativa, oomia reliqoa eodem erant signo affecla. Jam quum pro indice 

0 

} =1 fiat 6=n positivum el pro y = x, t — — im negativum, erit aliquod 
f et unum quidetn, quod sit posiHvnra, dum t' est negativura; quod cuna 
apq. r27.) comparatum, efOcit Ji^. 1, f==l, elenim, si f" esset 

posilivutii. Iiaberentur duo contigua el aequulia id t^uod absurdum est. 
Aeqq. (27 — 29.) hao sunt 



Eiucet iode i» habere formam = — » = 2/3" — a% ila nt sil om — 2/^P^t, 
iis/9if^ai7 at fractiones — , venös coBrergant. Sabtfitntto ila- 

que i ^^"^+7 , ^ ^^rr ^ ^ ^ ^''"^ (^^-^ 

oriri in promta est. Sed aeq. (iO.) nunc üt: 

— wb\^^ua\^^ = %{—eb\ 2ava + , 
quare desigoanUbus 

(31.) <f = [— uvO -f («M -f 2/?r) 2a/^Ji , 
(32.) iff = [^v-b^2at>.a-\-a-]i 
= l[-ti'*4-4/3iia+4^1t 

Cntl»'i Journal f. d. M. Bd. XLV. H«ft 1. 2 
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S. 6. 

Altera aeqnatio (11.) qoae est 2ti*— 1 (m-f ii)fi docet esse 

ji SB ««— 2e^, i«-|-i = 2/9»— «», «II — 3/9»s=i unde i^{3u — av, 

i^ß{2ß-u)''aia^v) et fracliones „wus ^ vel 

— — jj^n^i^^j versus — coavergere sequilur. Quare quam 

in aeqq. (3. ef 4.) ponenda sint, res se eodem, atqae in §. superiori, modo 
habet« nisi qaod ble est 2ß—u,a'^9, nbi fiiii 2ß, a, Designeot {taque 

(32.) y = (— ; ,2i^-u)v)a^(2i3-v)(a^v)]i, 
(33.) V' = [— t?' + 2 (ff — ») ra -j- (^^ — f) • J ; 

I tt' ^ 2 (2/? - II) tia -j - M^] ; 
el reperiuntur pro J el D eaedeiu, quae in §. superiori sunt, expressioiies. 

Subslilulis jam suis pro d, e valoribus, niinirum <i=ü, «=1; 
« = — 1, exislil D'^V'; J^(p — u>, J).^2rp^3^>, unde A^.P \ D D' 
= — 2f,"*; i. e. niimeiu:, piimus Sw-fT in formara tf} — 2t(- redigi polesL 
(Juod qiiufu i^l[i^Hno^i^ modis effici ({iioal , anlcquam Iheorema de aequatione 
floslra proponalur, tiisquirendum est, ad quan/riniti repraesentalioiiem per formam 
y* — 2y^ illud perüneat; oporlel ciiioi i/' inlVa 2« esse. Una certe reprae- 
senlalio est ita institala, ut sU \p<,2a, ea nimiruiu, qune minimis uuraeris 
ezpressa est et per — 2/ denotetar. Reliquas omoes haec formula: 

po^tis pro p e\ q omnibus, qui aequalioui jy-— 2y' = l satrsfadunt. pr-sitivis 
▼el negatlvis valoribos, compIecUlar. Elenira denolantibus 2,a maximum jiiler 
(f^ f el 2v inter (p^f 9\ x^j—g divisorcm, est 

y -]-/"= 2.ua, <p—f^ivß, yfy = 2^/5, \p—g = 2va 

sire 

cajas alter fador cx. gr. iu'<-ai^»±]. Elimiiitlis n illis aeqq. («. et ß.% fil 
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sive 

unde, e.visleole (/t^-j-2>'^}^ — 2(2,t<>')' = (/*^ — 2»'-/ — 1 , formula supra lau- 
data orla est. 

Res itaqae vertitur in eo, nt valores p ei q invenlanlar, qui (if—p^<jla 
reddant. Fit aatam 

fr - 4a,/^+ 40» <^V </(2y'+ 1), 
Af — 4aqf<Z^ — 4«*, 
(J^-ai^)'<(J4-8<r')/, 

et quum (/< 2u, f<: 3a esse posueritmis. y<::12 seqailur. Soiata aequa<- 
lione 1»^— 2y^s=l, iaveainotQr pro hi valores: -g-, ^ cet. . 

Unvs est iiaque, qni q contingat, valor, nimirom f^2jfn=riZ^ ita nt 
duae lantum sint nnmeri A repraesenlatioaes, qaarum altera n est 
altera erit (89» ~ 4^)'— 2(29— 8^}"; alque 2^—8^ sit iden illud B, qsod 
sepra mventum est. Quae, qaomodo ad nnmeros primoram doplos accommO" 
dentor, qaiiin satis in mcdio sit, hooce proponere licet tbeoreroa. 

„Nomeris primis 8«-|-T eorumque duplis A = (p^ — 2v^, abi yf<C2a, 
jyaeqaationes s^^Ay^^i*^f, — — i(39^8^) solabiles sont.** 

% 7. 

Reliqanm est, vt de signo literae t nonnulla dlcan, eujns detenninandi 
modnm soppeditant aeq. (28.) 2v^)^— 2wP9)«st et aeq. (85.) (ti'-|-2i»^)v> 
-j^map = %, qaae ex aeqq. (88. et 34.) comparala est. QoamTis enim 
« et i> incognita sint, eonstat tarnen « esse inpar et ad eliminandas ex iUis 
aeqaationilras literas 11 et 9 satis est >nnnierj 8 mvitipla retinqnere. Aequatio 
itaqae (23.) fit: 

^--2tr(tty-|-ry') = i (mod. 8). 
Jam si y'-f 2i/'' est nuraeras primas, tp est impar; sin est pritni duplex, erit 
(f"2ff\ aiqiic rpi impar, quoniain ii'^-{-2<fi est oumefus priiuas. Posito / 
impari, aut v aut u^-\-vy/ est par et babes 

V' ^ * (mod. 4). 
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Poflito aotem ^s=2^t, tfi impari^ evenit 

= i (uiod. 8) pro r pari, 
V/-|"4 = — »(mod. 8) sive vheeSi* pro v impari, 
onde elucet i esse tat =1 aut ^1, pront habet fonnani 8it-f 2±1 
aut 8n-f 6 + 1. 

In ailera aequalione (35.) i quae fit 

V + 2c (p^ — tf4ip) = i (mod. 8) » 
^ aut inipar aut per 4 divisibile ponendom csl, quum numeris primis 8r-|-7 
conveniat (f impar, prirnoroin duplis Sit q>s=29i et ^A = ^l—yi^, nade 
par esU Habes ilaque 

v> = i (mod. 4) 
si y> iiopar ponis; tUtjue pro '/ = 4(/, fit 

üui i/'^i(mod. 8) aul Sip^i sive t|(/= 3i (mod. S), 
uode coiiigilur esse t- 1 auf = — 1 proul «/» est formne Sn-j 2 + 1 aul 
8fl-f6i:l. Quibus Omnibus colleclis, quum aul if — Z aul y — 1 per l di- 

visible sit, signonim regala baec est: Pro A namero primo, est t=::(— 1) ^ , 

pro A priflii doplo, «st is=(— 1) * . 

S- 8. 

Hisee eqatdeiD brevissimam oas, quas splobiles esse demooslravi, ae- 
qaalionea solvendi aietbodum adjiciam, quae etiamsi in aniTersnai- adhiberl 
neqaeat, laboriosae tameo, vbi suppelit, magaarnm radiciiiD evololioni praefs- 
renda est Namerorom enim, qai eaadem habent periodmu sive idem 

muilitudo est infinila et unus est, qui sit reltquis minor, quem sul generis miniinum 
dioere lioet Oatisqae m et » sive tt et p, per aoqualiooem iodelerminatam 

(ii' + 2u')V/ — 2ttpy = t 
omnes valores (p et quorum singuli sunt <;tt' + 2p* et <C 2mp atque i^jde 
onines A invenianlnr, qoi datam babeant periodum. Vice itaqae versa, datis 
(p el I/' uiium (■( riiitnqae — convenint, aequatiu illä nuineius « ^r'ip' et 

2ttv inveniendi moilum suhminisJrat, modo ne sil A sui generis minimus. 
Nam qiioliesconque abslrabentibus a signo est m'hP2p', v>2iip, satis erit 
aequalioiiein if'ni — ^i'fpz^i jt» soh'ipso, ul sil par et <^y', id qaod «na 
tantnm raliune fieri posse constal: coutra, si A esl minimus sive (f <:Z + 2v\, 
y^<C2uv, erit u'^2c' = fp' -\-z.(fi, 2uo = y/ zip el si quis numcrum z 
quaerere veiit, is rarsus in aeqaaliooem quadralam, qaam evitare vult, incidaU 
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At qfom minerum (p iBlwdni oegttirai esM Tidwioras, pro ^ pono 
et xw pro tt^ + 2r% habilis-^ ot 10 porilivis, quoniam iDb nnmeiis idem 

Ott Signum Est igitur aeqnatio irt/' — 2 a=: atf. Quare retdlita aequa- 
tioie (f'tp — tf/^ =;i= + l, ita ul sit 1/' pnr et <CVs nwnfierus tp" ±2if>'* 
oompoUndas est« qui si mn fit quadratos, A est soi generis roinimus, cujus 
casus rationem amplius non habeo. Sin fit quadralus, est ^"±2y/'^^n' = 
(tt^±2vy «t i»bw w^*p', %U9=.^', xfsA. Jam si est n-\ w sive 

(«'±2v')+«(ti>T2i»') impnis duplim, xtA^i «1«««=^, ^^±'^ 

i^X. Sed si n-f ir per 4 divisibile, id qood superiori tanlum signo eon- 

.. , , , 4.2 " tö J »4-»' . , 

tiogere polest, est —\ et 11'' = —^, ^ , i= — jL 

Crntis hoc modo valoribns ti et 9, per alleFBm liBesrem «eqrationeiii 
au^2ßü a et ß fnveniiiiilnr. Iii ($$. 3. et 5.) est fhielio versus — 

coirvergens -2-, nnde a<r; in (§§.4. et 6.) est -—iE, ande a<:2p>p. 

Aequalio igitur au — = » ita resolvi debet, ut sil a<Zv pro uuniero 
A = a'^-{2B; 2r>>a>'P pro numero A = a' -\- 2b' 1. Quibas valoribus 
inventis, basce habes soluliones mininins: 

(rtü-{ a/ — A.v^ = hp, 
(«« -f 2/?)' — .4 . = — t . 2v, 

((« - 1 ) (u + p) -f 2/9 T - ^ . (« + t''/ = - «(V± ^ • ) , 
((a— !)(«— p)-|-2/? — (M — r;' = —1(295 — Sv/) 

el qoa le^e reliqaae ioTeoiantor, omnibus constat. 

At si numeri (p et y non fuerint doli, habes cerln niethoduni numeros 
primos A = 4n4-'3 per formara y" + 2v'' expriniendi, Minillimnm ei, quam 
Cel. tiavps in disquislionibos arllbmeticis (n. 265) de tliscerplione nuiiie- 
rorum primorum l n -f 1 in duo quadrala proposuit. Evoluta enini radice 
= j'' Sw 4- 3 ) in fraclionem coiitinuam cum quoliealibus complelis, invenietur 
aliquis deiiomiiuilor . qui sit dimidius proxime anteoedenlis vel insequenlis vel 
ipsoruin sumtnae, alque hic est 1/' et habetur A = (f^- 2^'' . Alque in numeris 
prioiis formae 8n-|-7, eodcm modo existeul duo denominatores contigui, quoram 
summa sit duplex correspondentis J, quorom aterque pro tp summi potest, ita 
ut bibeitor A^q^— 3^. 
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i. Güpelt de aequattonH^u* tec. gradu» inäeierm. 



Corriculum vitae« 



Ego Aiolpku» Goepei m»tae Seplembri Mni M DCCCXII patre Saxone, 
arlls masices praeoeplore, Roslocbii oatus siiD. Deecm annos nalom avonenlus, 
Britannicaram rentm in Coraica iosnla praefeelus, aeeain in Ilaliam daxit^ at- 
qne in matbennliGis et reliqnia, qua« in gymnaaUs colonlnr, arlibaa inatitiiil. 
Per varias Kaliae urbea vagatos bienea pcatreniDm annonim MDCCCXXV el 
HDCCCXXVI. Pisis tranaegl pnUieisqoe onlveraitatig lilerariae leetionibqs adfai, 
giathematiciB Cel Pieraccioli de algebra et calenlo differentiali , CeL Pol^ 
de statice et mcchanice analylica, physicis tbeorelida Cel. Gerbt, el experi- 
mentalibus Cel. Galleschi. Sexio anno domum rednx, in primam daasem 
Gymnasii Roslocbieosis receplus ibique duos .annoa commoralus siim. Inter 
ijuod tempns mihi contigil, ut io consueludinem com Cel. Beck, philosopbiae 
professore, quem summa pietate patronum veneror, venirein, qui singulari mc 
amoro coniplexus. raallioninlica sludia fovil el aluit. Schola deindo iibiens, 
Berolinuin profcclus et civibus universilatis lilerariae adscriplus sum alque 
lüsce tectiüiiilius adfui: Cel. Diric/ile/ de Iheorin aequalionem partialiiim. 
Cel. birksen de apj)IicHliüne calculi diüerenlialis ad geoiiietriam et de tlieoria 
liuearum et superficierum curvaruui; Gel. Krman de eleclricilale et magne- 
lisrao atque de calore et luiuine. Cel. Ueyse de Iloralii Satyris, Cel. Ideier 
de Arali Phaenomenis, Cel. Mkltelet de philosophia historiae, Cel. Mifsvhertieh 
de Lleclrucijcuiia, Cel. Ohm de caiculo dilTercnliali el inlegrali. de analysi 
iinitoruni, de geomelria analylica, de caiculu \ariationum. de geometria Eiiclidea, 
de slatice etmechaniee analylica, Cel. Pohl de Klcctromagnetismo, CeXaRüumer 
de historia universali, Cel. 8täf«M de Ibeologia philosopbica, Cel. Toe/Aei» 
de aeatbelice, Gel. Zampi de arte latine aeriboidi. Annam jam insequentem 
disquisitionibna aritbmeHcis Cd» Gamf» et tbeoriae numereram Cel. Lej/eudre 
operan navavi, unde, doctoris gradum atqne honorem aniblens, materiam 
di»ertationis depromsL 
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2. 

JKur Theorie der Bbene. 

CTom Herni«gef>er.) 

(Geleieji In der Akttiemf« Att WiiMnidMftoii m Beilin mm I. Mai 1834.)*) 



Bekaontlidi b«t nra si«b TielfilÜg bemflht, efnig«» von den StelUn 

der Eoklidiscben Geometrie, die entweder nicht so klare Vorstellong^cn ge- 
währen, oder denen eine niobt so onanterhrociiene Folgerichtigkeil eigen ist, 
eU dem gamen flhrigen, so vortrefflichen Werke, jene Klarheit der Vorstel- 
laogen so Tonciiafiea und die Lücken der Schlu&folgen ausznfQllen. Insbe- 
sondere waren, zum Beispiel, die BemQbungen ora die Theorie der Prtrai- 
lefen znhlreich, obgleich von denselben wenigstens alle diejenigen, die nur 
von Enklides Ssi'zpn ansgingen iind bei seinen Ilfilfsmilleln stehen blieben, 
iuHuerfort niifsiangen. Auch um einiges Andere bat man sich vielfältig bo- 
mfiht, jedoch nicht nm alles, was zu wünschen übrig bleibt, glttck «ngele- 
genllicb. Gleichwohl ist darunter ein Gegenstand, der nicht minder unvoll- 
kommen, obschon gewifs nicht minder einilufsreich auf alles Übrige sein dürfte, 
als irgend ein anderer: ja, der selbst noch unvollkommener, obgleicii eben 
so wichtig ist, als die Parallelen -Theorie. Dieser Gegenstand ist die Theorie 
der Ebene, Bei den Parallelen drückt sich Euklid wenigstens völlig be^ 
stimml ond klar aus, und die Schwierigkeit ist nar, dafs dort ein Sata ohne 
Bowel» aogenonifflon werden soll, der des Bowoiaea ftbig an sein und sn 
bodttrfen acheint. Bei der Ebene dagegen rind die Worte des grofsen Lehrers' 
der Geometrie sehr nnbeatimnit, wenigsleoa dnoiiel. JBukHd sagt: ^Eino 
Ebene ist, welche awiscben jeden in ibr befindlidien geraden Linien anf einer» 
loi Art liegt.** Diese Definition scheint deijenigen nac^gehildel, welche er von 
der gorodon Linie giebt, nnd welche diese Linie iQr diejenige erkiflrt, „die 
swischen Jeden in ihr hefindlichen Puncten nnf eineriel Art Hegt.** Die Worte 
„anf einorioi Art liegt** geben ob«» offenbar kdnen, anch nnr elnigermarsen 



*3 Der Horaasgeber hält es für nidit unrecht, dieser Abhandlung bicr in diesem 
Joimale den Raum, welchen sie einairomty für diejenigen Leser zu gestalten, denen 
Tidlddil die Denbachrillen der Berliner Akademie nicht zu Gesicht kommen; denn der 
Gogenilmd verdient oMiar allgeaefne Enrigeag. 
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aosMhßefeeiiileii Begriff von iipmd eioer AmÜmmIm geofflelriscfa«! Gastall, ' 
mtd lassen folglioh die Vorsleilang von der Ebene völlig in Ungewißheit. 
Gleichwobl ist die Ebene das Constmelions-Peid fast der gesammten Obrigen* 
Geomelrle; nnd gleich der erste Sala des ersten Bnchs des BukHin be» 
darf eines bMUmmten und festen Begriffs der Ebene, wenn er nicht, nebst 
fast Allem, was folgt, im Dnnkel nnd in Ungewissea schweben soll. Es 
wAre daher ta erwarlea gewesen, dafs man sich um die Theorie der Ebene 
wenigstens eben so angelegentlich nnd vielMtig beniaht hAtle, als nm die der 
Parallelen. Allein dies ist nicht geschehen. Die Ursache mag sein, weil die Paral-^ 
lelen idie übrigens auch ihrerseits den BegrilT der Ebene unumgänglich nöthig 
haben) ein viel einfacherer Gegenstand sind, als die Ebene: ein Gegenstand, 
der nicht allein vielseitigeren Bemühungen zugänglich ist, sondern bei welchem 
auch die Nothwcndigkeit der weiteren Aurklärung mehr in die Augen springt. 
In neuerer Zeit hat man gesogt: eben sei eine Flache, wenn die geraden 
Linien, welche je awei belieliigo in der Fläche iiegendu Puiicte verbinden, 
<>anz in der Flache liegen. Gleichzeitig hat man die gerade Linie lür den 
kürzesleii VN'esr von einem Funde tum andern erklärt. Die^^e Definition der 
geraden Linie giebl nlirr nodi weniger eine besliniinle Nurstellung von der 
Gestalt des Gegenstandes, als selbst die Euklidisciie, und scheint ihr daher 
auch nicht vorzuziehen. Die Definition der Ebene iiber. obgleich sie aller- 
dings bestimmter ist, als die Euklidische, schliefst , wenti man sie nüher be- 
trachtet, so auffüllend Lehrsätze in sieb, dafs sie, aus eben den Ursachen, 
aus welchen die Euklidische Begründung der Parallelen -Theorie nicht zu- 
gelassen werden mag, noch viel weniger dflrfte angestanden werden können. 
Denn sieht man s. B. in der Ebene, in welcher das Dreieck ABC Fig. i. 
liegt, durch eine der Ecken A nnd durch einen beliebigen Pnncl D der 
gegenüberliegenden Seite die gerade Linie AD, so soll dieselbe, der Er- 
klirong der Ebene su Folge, gana in der Ebene des Dreiecks liegen: alle 
Pancte der Ebene In dieser Linie sind also völlig bestimmt. Zieht man nun 
hierauf ans einer swelten Ecke B des Dreiecks eine gerade Linie BE nach 
irgend einem Puncto E der gegenüber liegenden Seite AC, so sdl andi diese 
Linie eben so wohl gans in der Ebene liegen, nnd alle Puncto der Ebene in 
Ae^ser Linie sind ebenfalls völlig bestimmt. Beides ansammen: dafb AD 
und BE ganz in der Ebene Uegen, ist also offenbar nur dann möglicb, wenn 
AD und BE, etwa in F, sich schneiden; denn sonst wäre von sird Ebe- 
nen, nicht von «tner die Rede. Dafe nun AD nnd BE nothwendig sich 
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Msbneideii, niokt eiws BB unter od«r Uber AD fainweglluft, folgt au sieb 
seUksl nieht. Hau könnte zwar, wie Einige m Gunaten deijenigen Eukti- 
discben Erkiflrniigen tban, welche Lehnitae in aieh schlieCsen, die Definitionen 
in der Geometrie fil»erfaaupt nnr Wort''Erläänmffem sein laasen und ge- 
etatten, dafo sie Lekrsitae ▼oraosnebmen, die erat später bewieaen werkten* 
Allein dann müfsle hier wenigstens später bewiesen w^rim, dafii BE 
die AD nolhwendig schneidet; welches gleichwohl nirgend gescbiehl. Die 
neuere Definition der Ebene scbeint also noch weniger annehmlidi, eis die 
Ettklidiscbe. 

Da' nun die Euklidische und die erwähnte neuere Definition der Ebene 
die am meisten gangbaren und vielleicht auch fast die einzigen sind, welche 
Olli einiger Consequenz in das übrige Lehrgebäude der Geometrie eingc- 
führl wurden ; so scheint es, dafs die möglichste Vervollkommnung der 
Theorie der Ebene noch rückständiir sei. Der Nolhweii(]i<:;koit einer sol- 
chen VervoIIkommnuug für die gesauiiiUe Geometrie ist < (»en gedacht wor- 
den; das Interesse derselben aber ist unstreitig grofs genug, da die Eipen- 
schafl. welche die Malbeaialik uud iu ibr die Geometrie sich heilegU einer 
von den wenigen Theilen der menschlichen Erkenntnisse in sein , welche 
voUkdimiiene Sicherbeil und Wahrheit gewähren, zweifelball wird, sobald die 
Salze und BegriiFe, auf welche sie sich stützt, wanken. 

Indem nun hier einige Bemfibungen um die Theorie der Ebene mit- 
getbeilt werden sollen, bemeri^e ieh «niehat, dalb ich nicht allein keines- 
weges die AnmaaJsung hege, an raeinmi, es wk mir gelungc», tiefer als so 
viele Andere in einen Gegenstaad einndringen, den selbst EukBde» Scharf- 
sinn nicht an ergrOnden Tormocbte, sondern daft ich anch die Überaeugnng 
habe, es sei und werde fOr immer völlig iiiiiw^licA bleiben, die Begründung 
der Elemente der Geometrie, eben wie auch deijenlgen der Analyais, nur 
Vollkommmkmt au bringen. Nach mdner JHdnnng, die Ich schon sonst 
irgendwo ausgesprochen habe, iat alle menschliche Erkenntidfe awischen awei 
Grenaen eingesdüossen, die awar weiter und weiter, ato* doch nnr bis in 
endliche Fernen hinausgerOckt werden können , wibrend ibr Umfang zwischen 
awei Unendlichen liegen bleibt, die nicht zu durchdringen sind. Aus verbor- 
genen Tiefen heraus entwickeln sich die Elemente einer Vernunft- Wissen- 
schaft, z. B. der Mathematik, und in eine unendliche Höbe hinauf streben 
sie. Was in der lieferen Tiefe und in der höheren Höhe liegt, bleibt fflr 
immer verborgen. Alles was sieb hier, in der Geometrie, so wie in der 
Crelle'a ioarn»! d. M. Bd. XLV. Heft 1. 3 
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Analytis Ibas li&t, ist: dte In sieb voUkomoM Weheren Sdilsfiifolgai nf 
mritglicbst eififaehe D«fi]iition«a und GnndsilM Mraduufflbreii^ eben nadi das 
Master jenes groften GeometerSf des Emkßdu, dessen domu^/umz noch 
von keinem andern Forscher in diesem Gegenstände flberlroffon wurde. Alle 
VerTollkonunnung, die mAgBeh ist, besteht nach meiner Meinung darin: £r- 
kliruagen and Gnindsfllze aafzuslelien , die am meisten geignet sein dflrfken, 
nnmittelbar bestimmte Vorstellnngen und Erkenntnisse au erseogen, oder sn 
erregen. 

Nacb dieser Ansicht wcrdo denn natürlich auch hier vorfahren; aber 
nach ihr ist, wie os sobeiot, noch Einiges fQr die Theorie der Ebene zu ihun 
möiftich. Es scheint, man könne, wie dos Folgende zeigen wird, die Schwie- 
rigkeil bis auf ErklSrungen und Grundsätze rednciren, die nicht widerstre- 
bend sind, und die ziiL':!eich den wichtigen Unislnnrl für sich haben, dafs aufb 
Euküä selbst sie neben seiner Erklilrung" der Eheuv <reslallel. 

Aufser den beiden uhen erwähnten Erklärungen der Kbene, iIli l'ti- 
^kltdischen und der neueren, die, so viel ich mich erinnere, von Hoberl 
iSimmn ist, giebt es noch eine dritte, aus der neuesten Zeit, meines Wis- 
. sens von Fourier herrührend, die, obtrleich, so viel mir bekannt, noch nicht 
in die Geometrie eingeführt, ihrer gruisen Klarheit und Bestimmtheit wegen, 
die grüfsle Aurmerksamkeit verdient. Derselben zufolge wird die Ebene 
von der Gesammtheit aller der geraden Linien gebildet, die, durch einen and 
densdhen Punek tiner geraden iinie im Räume gehend, anf dieser aenkredtt 
stehen. Diese BrUlmng ist unstreitig ungemein bestimmt und deutlich, und 
ieb habe mich deshalb angelegentlich und lange bemöht, sn der consequeoten 
Verbindottg derselben mit den Sitscn, worauf es ankommt, an gelangen; 
nHehi es ist mir mit aller MOfae nicht gelungen > und Ich habe an ihre Stelle 
eine andere setaen mOssen, ans welcher auch weiter gefolgert werden kann, 
daft die Fonriersche Fliehe mit der postoihrten Ebene idonfisch ist; worauf dann 
die Fonriersche FUcbe allerdings sn der weiteren Entwickehing der Theorie , 
der Ebene nothwendig ist und, Tereint mit der definirten Ebene« das weiter 
N4>thige leislet; wie rieh solides ans dem unten folgenden Vortrage eigO" 
ben wird. 

Da die Theorie der geraden Linie zu derjenigen der Ebene uaumT 
gflnglich erforderlich ist, und die vorhandenen, wie bemerkt, nicht genilgeod 
scheinenden Erklärungen der gemden Linie an Dem, was daraus zn folgern 
war, anf keine Weise ausreiohlen, so war lonAcbst eine andere Erklimng 
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4er gM'adM iAme nolhweiiilig. Za dieser ist Mer diejenige angenomneii, 
welche efeb im we^ntllehea sdion io mefoem Lehrbnche der Geometrie vom 
Jehre 18d<t todel. Laoge vor, so wie nach Erscheinaog dieses Bochs, habe 
ich sorgfWli|r oad mit voBkommeBSler Selbslverlengamig alle Bemerkoagen 
erwogen, die man darttber nnd dagegen hat machen woUeo; desgleichen habe 
ioh alle andern Erklirnage«, die mir bekannt geworden sind, damit verglicben; 
es hol mir aber nicht gelingen wollen, an erkennen ^ daft meine Brklirung 
dteka^ Bo verwerfen sei, weil irgend eine andere ihr vorgehe; ich mafs also 
bei derselben stehen bleiben, bis eine bessere an ihre Stelle tritt. Ein be« 
scbwerlicher, fast entmatbigender Umstand macht sich blebei freilich bemerklich. 
Da nemlicb hier von Dingen aueg^mgm werden murs, von welchen sich 
nichts mehr beweisen Ififet, so kann Jedermann gleich die ersten Anfange- 
durch die blofsen Worte: es gefalle ihm nicht, und dann mit den Anfängen 
alles Übrige öbor den Haufen werfen. Allein, wie es scheint, Iflfsl sich ver- 
langen, dafs man wenigstens die fernere Enlwlckluno- jxeslaHc nnd crsl her- 
nach, nicht von vorn herein, urtheile, ob das Ganze, mit seinen Anfängen, 
einige Üerücksicbligung verdiene, oder niclit. 

Kücksichtlich der Demonslrations- Methode, welche die hier folgende 
Abhandlung beobachlen wird, ist zu bemerken, dafs die Regel durselben 
von derjenigen: nur erst dann von einer Fi^ur etwas zu demonslriren. nach- 
deui gezeigt worden, wie dieselbe durch die. gerade Linie und den Kreis, 
das heifst, durch Lineal und Cirkel gezetebnet werden kann, abweichen wird: 
auf die \\ eiäe, wie es in meinem Lehrboche der Geometrie und von Andern 
geschehen ist. Anstalt an neigen, wie eine 'Figur gerade inrek Cirkel un4 
iAneai geaeichnet werden könne, wird da, wo die EMenz der Ffgnr 
aweifelhaft sein könnlä, Amejeee» werden, dafi sie mßißUük Ist. Dieses ist 
aber aneb offenbar an dem vorgeselsten Zwecke hinreichend« nnd es ist keines- 
weges nölhig, vorher, ehe man weiter geht, so wissen, wie die folgende 
• Fignr gerade mit Hftlla von Cirkel nnd Lineal hervorgebracht werden könne; 
nm so weniger, da die Wahl dieser Zefchnongs- Werksenge sogar mehr od«* 
weniger wUHiflrIiek ist Mae^erom s.B. hat geseigt, daft man die Figuren 
der Elementar- Geometrie durch den Ereis .allein, Si^tter, dafs man sie dnrch' 
gerade lanlen nnd einen einzelnen festen Kreis oonstruiren könne. Also* ist 
die Bedingung, daft onn gerade den Kreis und gerade Linien zur Zeichnung 
anwende , kelnesweges organisch noihwendig. Auch scheint es besser, die- 
jenigen LefarsUse, welche bei der (Mtnetruetw^k der Figuren in den Anf^ 

3* 
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gabea «ulAol^ sein kIkUMm, fni h^vortr«teii m lassen, ab in Anll^nbaD 
sie SU verslecken. Jedenfalls kann man, «rime die Sirenge der Beweise und 
die Folgerichtigkeit 4or Sätze im Geringsten zu vermindern, wie Toriiin lie- 
merkt, von der Constrnclions- Methode durch Kreis und gerade Linien unbe- 
denklich abgehen. Hier mufste es nothwendig geschehen, da die Eigenschaften 
des CoDStroQtions-i'W«/««, der Ebene, des Reifsbretles für die Zeichnung, nicht ' 
vorausgesetzt werden, sondern gerade diese erst domonstrirt werden sollten. 

Schltcrslicli wird es koum nölhig- sein, um Enlscluildigiing zu bitten, 
dafs hier, an diesem Orte, von einem Gegenstande gesprochen werden soll, 
der den ersten Klemenien der Mathomalhik angehört. Von diesen ersten 
ElLiuenleii i<t die Ueifriinduiuf eine gcwtfs nicht minder schwieriwe Auf- 
gabe, als die vseilere Enlwickelun^j der complicirleslen ShIzc. Jene slrebl 
in die Tiefe, diese in die Höbe: und Tiefe und Höbe sind gleich unbegrenzt 
und dunkel. 

Ich beginne luil der Erklärung der tjeraden Linie uiiü tiiil einigen 
Salzüu vuü derselben, die zu dem Folgenden iioihweudig sind. Darauf wird 
das Nöthige von den Winkeln, nebst der ErklAmng der Ebene, und dann 
werden die ftttia folgen, die anf die Eigenschaften derseRien ffUmn dftrflen. 
Der Vortrag wird in die ffir die Geometrie passendste Form von Lehrsitten, 
mit Beweisen, ErklArnngen, Znsitxen n. s. w. gebraeht, daswischen aber wird 
bemerkt werden,' wie die Znaammensetming der Seblösse fortschreite. 



■ §. I. 

1. EtkUrmng. Wenn, während swei Fnncte einer Linie fest sind, 
alle ilire flbrigen Pnnete an demselben Ort im Räume bleiben, wie aneh die 
Linie im Ranme durch die beiden Fände gelegt werden mag, so heifst 
sie gerade. 

2. LefowOtt. Es giebl utir eüm gerade Linie durch awei feste 
Puncto im Ranme. 

Bewei». Gftbe es eine sweite, von der ersten verschiedene gerade 
Linie, so würden, weil dieselbe auch in die Lage der ersten und diese in 

die Lage der zweiten möfsle gebracht werden können, die son«! nnf^erhalb 
der beiden fc^fen I'unile liegenden l*uncle der hciilpn Linien verschiedene 
Orte im liaume einnehmen i welches der Erklärung der geraden Linie zu- 
wider ist. 



Digitized by Google 



2. Zur Theorie der Bbette. 21 

3. üftfArMfo. Gerade Linien > die dnroh die nemliclien zwei Puocte 
im Rrnmie gtlien, sebBeften keinen Ranm ein, sondern feHen in ihrer gansen 
Ansdehnnng mtsammen. 

Bereit. Sie k<^nnen, nach (1.)^ nicht rerichiedene Orte im Ranm 
einnehmen, wie sie andi durdi die swei festen Pnnete gelegt werden mOgen. 

4. lätknaig. Zwei gerade Linien können nnr in einem einaigen 
Pnncle rieh schneiden. 

Bewm, Bitten sie euch nnr swei Pnnete gemein, so würden sie 
schon in ihrer ganien Ausdehnung snsammeifallen (8.). 

5. litkrsatz. Wenn zwei gerade Linien AB und AC (Pig. 2.) dnrch 
einen und denselben Punct A geben, aufserdem aber jede durch einen an- 
dern Panel B und C anfserhaU» der andern Linie geht, so haben sie weiter 
keinen Pnnct gemein. 

Beuerns. Hätten sie einen zweiten Pnnct mit einander gemein, so 
würden sie in ihrer ganzen Ausdehnung zosammenfallen (3.)^ tind dies ge- 
schieht nicht , weil z. B. AC naraenllich durch den Panel C gebt, der nach 
der Voraussetzung nicht in der AB liegt. 

6. Erklärung. Wenn in der geraden LiniL Afl (Fiir. 3.) die beiden 
Puncte A und B, und in der geraden Linie CD die lieiden Puncte C und D 
so liegen, dafs, wenn man C \ft A and die Linien selbst in einander legt, 
D \n B fallt, so rIso^ dafs dann die beiden Linien sich gänzlich declien, su 
beiisen sie gleich lan^/. 

7. Auinerkiiny. Gleich lange gerade Linien unterscheiden sieb durch 
Aic/ils von einander, und sind also einander vollkommen gleich. Denn, wenn 
ein Endpunct der einen in den Endpunct der andern, und die Linien selbst 
In einander gelegt werden, so fAlll nach der andere Endpunct der ersten 
in den andern Endpunct der sweiten, und lolglicb decken sl^ die Linien 
gftnslich. 

8. Anmgrkm^, Da eher gerade Linien auch in einander fallen 
können, ohne gleich lang sn sein, ntolich die kOnere gans in die längere, 
weil jene swel Pnnde mit dieser gemein haben kann: so Ist es die Läng; 
wodnreh sich gerade Linien von einander nnlerscheidim. 

9. Anmwkm^, Eine gerade Linie kann mehrmab in eine aweile, 
nnd mehrmals, In Yenehledener Zahl, In' eine drille fidlen. Die Lftnge der 
•weiten nnd dritten Yerhiit sich ddnn, wie die Zahlen, <fie ansdrAcken, wie 
oft die ersle Linie In der iweiten nnd in der dritten enthalten ist. 
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eine gerade Linie mügltch ist (2.)i dient die Gerade vm MaaCse der Ent- 
fernwiff zweier Puncte von einander. 

$. II. 

« Bei den weiter folgenden Sätzen kommt vor, dafs gleiche Hälften 
einer geraden Linie vorausgesetzt werden mOsaen. Eilßdüt» beweiset die 
Bxiwfm* soldier HftlAen dadurch, dafa er «toe gmde ÜAie dmvk Zmek- 
nuny halbiren lehrt. Er bedarf da»u des Kreim und sweier Silse too der 
Cougruens der Dreiecke. Da diese HfllfaaiUlel hier, wegen des noch feh- 
IcDden Begriffs der Ebene, nicht an Gebote stehen , so ist ein anderer Be- 
weis der Existeni y/«icA«r BlUfim einer gereden Linie nolhwendig. Es 
lAfsl sich folgender geben. 

11. LekrmUz, In «ner geraden Linie AB (Fig. 4«.) gieht es swi-. 
sehen den Eodpanelen A und B stets einen Pnnct C, der jp/eMA wmt von 
den beiden Endponcten A ond B entfernt ist, und wekher folglich die 
Linge AB in zwei gleiche Udlfien AC und BC theilt 

Bewein I. Es sei D ein beliebiger Punct in AB, atwiteken A und B. 
Ist AD nicht gleich ÜB, also U nicht schon der Halbirun^^s- Punct, so wird 
AD nolhwendig entweder gröfser, oder lileioer als CH sein. Es sei Ideiner. 
Aisdann wird AD jedenralls wenigstens zweimal in AB enthalten sein. Ist 
es nicht öfter in AD enihalten, so wird, wenn DU = AÜ ist, ein SlOcIi 
RB Qbrig bleiben, welches kleiner ais AD und folglich jedenfalls wenig- 
stens zweimal in AB enihallen ist. 

Ii. Es sei nun weifer Ä (Fig. 4 6. und 4 6*.) der willkflrlich unbenom- 
mene Punct. und AK i^i kleiner \i\s KB: so kann die Zahl der.-lA gleicher 
öluckc. welche in AB mindesteiu enthalten sind, nur «-nlwpder qerade, 
oder nnt^enide sein. Das öbrig bleibende Stück Uli al>er wird nuüiwendig 
tnmier kleiner als Atv, und kann auch NliII sein, aber iiiclil t^röfser, als AK. 

• III. Die Zahl n der gleichen Theile AK, KL, LM, MS, M*, PH 
(Fig. 46.) sei erstlich gerade, so dafs also eine ganze Zuhl ist, und 
AM MB sei gleich ^ft solchen Theilen; auch werde BX gleich MB 
oder AM gemacht. Alsdann Ist MXt= RB nnd folglich MX meht gröfser 
ab AK, 

IV. Die Zahl n der gieioben Theile BK, KL, LM, MN, NB 
(Fig. 4tf.) 9ei iweilens mtf trade, Abdasn wird ein «-{- 1*^ Theil BS^AK 
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iiolliw«ndig Ober B UttaosfilleB, und ila HB nldit kleiner sein kann, alt 
Ndl) M kann BS mcht gri^tmr sein, ab AK, Non ist n-f 1 nothwendig - 
eine g§raie, also i(ii'f 1) ^ne ^mce Zahl. Es sei A9l^M8^\{n-\-\). 
Tb«leo, Jeder gleich AK, und es werde BX= 3iSf=^ AM genaeht, so 
wird XM^BS and folgikh XM fdekl gröfttr als AK sein. 

V. Da also in (Fig. 4*.) JAf — und In (Fig. 4«.) ebenfalls 
^Jf « BX (ly.), in beiden aber MX nicht grölher ist, ab AK, aneh AK 
selbst, wo aadi der Poncl K zwisdien A und B liegen mag.» jedenfalls 
wenigstens zweimal in AB enthalten ist (I.): so folgt, dafs es in alUn 
B^äUm swei Pnacte M nnd X ztrischm A und B giebl, deren Entfernung 
von einander, wflhrend der eine M so weit von A als der andere X vonH 
absteht, wmigsfewi 2mai in ^10 enthalten ist. 

VI. Deshalb wird es aber nun weiter, eben wie zwischen A und B, 
auch zwischen M und \ nolhwendtg rwoi neue Puncte Mi und A', geben, 
die, wahrend sie L^lcich weil von den Endpuneten M und X and folglich 
auch von A und U abstehen, nämlich so, dafs >i.W, A'.Y, und folglich 
auch AMi—AX^ ist. von einander nie weiter' entfernt sind, als dnfs ihre 
Entfernung iWiA', von einander wenigstens 2oial in MX und folglich wenig- 
stens 4nial in AB enthalten ist. 

Gleicher Weise wird es zwei Puncte M. und A, «»eben , die von 
unii ö gleich weil entfernt sind, während lU^A', ufeniffstens "Mim\ in ilfjAx, 
also wenigstens 8mal in AB enthalten ist. 

Wird das Verfahren mmal wMerholt, so wird man noihwendig so 
awei Pnneten M„ und X„ gelangen, die twbcben A nnd B so liegen, dafs 
AM^^BX^, wihrend M^X„ wenigstens 3" mal in AB enthallm ist. 

Da aber die Orfffiie der Zahl m nnbeschrAnkt ist, so gelangt mnn an 
swei Pnneten, die, wihrend der eine von A eben so weit entferht ist, als 
der andere too ,B, von einander am weniger als Jede gegebene Lfnge ab- 
stehen. Solehe twei Pnacte faUen aber in eifMiiPnnet znsamaien, nnd dieser ■ 
Panet ist folglieh von A nnd B gleich weit eolferat nnd halbirt mithin AB> 

j 

Vfh kommen nnn m der Definition des Winkel», Die EnUidiscbe 
Definition pabt aach für die gegeowflriige Entwickelung, jedoch ohne dalb 
der Ebene dann gedacht werde. Es kann also folgmide Definition gegeben 
werden; welcher dann die nflebsten Sitae folgen kdnnen. 



Digitized by Google 



34 



' 8. Zar Thtmit äw B6eHe. 



12 Krklärung. Die Neig-ang zweier geraden IJnii ii im Kaume. die 
sirh Ireilen . ohne iii einander zu fallen, heif>;l, um DurchschniUspuncle, 
Winkel. Abo die Neigung vou AC gegen DC (Kii?. 5.1. von BC gegen 
EC n. s. w. , lieilsl IVinkel, Die sich schneidenden Linien, welche den 
Winkel begrenzen , lieifsen dessen Schenkel; ihr DurcbscbniUspunct heifst 
Scheitel. 

Je zwei Winkel a und ß, a and ^ etc., zwischen zwei im Raame sioh 
schneidenden geraden Linien, die neben einander, also all der niDHcbeo 
Seite der einen geraden Linie liegen, heirs^ NebwwnM. 

Je nwei Winkel 43t nnd y, ü und ß elc, swiachen swti im Räume Atk 
scbneidenden geraden Linien, die nicht an einander, also an enigegengesetsten 
Seiten der sieh achnddenden Linien liegen, heifien SckeileiwhUtel. 

18. Lekrwiat A. Wenn der Sdieilel nnd der doe Sdienkd eines 
Winkels in den Scheitel nnd den einen Schenkel eines andern Winkels ge~ 
legt werden, und der andere Schenkel des ersten Winkels kann dann in den 
andern Schenkel des andern Winkels gebracht werden, so sind die Winkel 
einander gUidk, 

Beweh. Winkel, die sich decken, sind gleich. 

ß. Wenn der Scheitel und der eine Schenkel eines Winkels in den 
Scheitel und den einen Schenkel eines gleichen Winkels gelegt werden, so 
murs der andere Scheitel des ersten Winkels in den andern ScbeUel des 
andern Winkels gebracht werden können. 

Beweis. Gleiche Winkel decken sich. 

14. Lehrsalz. Die Nebenwinkel zweier gleichen \N iiikel sind eben- 
falls gleich Z. B. wenn ACB = FGH (Fig. 6.), so ist auch ACD ^ FOL 

lieueis. Es werde G in f und GH in ( Ii •relegl, so rnnfs GF in 
CA gebracht werden kunnen, weil nach der Vürausselznng die Winkel ALB 
nnd FGH gleich sind (13. B.). Es sei GH=CB, so fällt mit G in C, H 
in //. Also fällt die gerade Linie HGL in ihrer ganzen Ausdehnung in 
die BCD (2.). MiÜiiu fällt auch der andere Schenkel LG des Neben- 
winkels FGL zu FGH in den andern Schenkel ÜC des Nebenwinkels 
ACD zu ACB, und folglich sind auch die Nebenwinkel FGL uud ACD 
gleich (13. A.). 

15. L^httatz, Eine .gerade Linie, die iwei Pnnde in den Schenkeln 
eines Winkels veritindet, kann nicht durch den Sdieitel des Winkels gehen. 

Beweh. Ginge die gerade Linie AD (Fig. 7.) durch C, so bitte sie 
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zvr«i PiiDole A and C mU AB gemein, and fiele dann ganz in AB (3.). 
Es lAge also auch der Panet\0 in AB, und folgUch fiele CD mit CB susan- 
men, welches der Voransselning entgegen ist, weil alsdann ACD kein Win- 
itel wire (10.)- 

%. IV. 

EukiiiU» beweiset die Gleichheit von SeAeUdwinkeln mit 'Hfllfe des 
Begriffs von nwei rechten Winkdn an einer geraden Linie. Sie kann eher 
aneb aus der blofsen Congraenz wie folgt bewiesen werden. 

16. Lehrsatz. Scheitelwinkel sind einander gleich. Z. B. in (Fig. 6.) 
ist ACH ÜCE 

Beutels. E< seieo LH und /'Ä' zwei andere Geradeu, die sich in 
O «0 schneiden, dafs FGH — ACB ist. Alsdann bind auch, nach (14.), 
die Helten svlnkel LGF und DCA gleich. 

Man mache AC ^ BC =^ DC ^ EC ^ FC IIG ^ LG =^ KG, 
und lege G in C, GL in CA, so fällt L in weil GL — CA sein soll, 
und da GL nnd CA zwei Puncto gemein haben, aucli GII in CE niul // 
in K E< kann aber, nachdem GL in CA i,'clcgl worden isl, GF in CD 
gehraclit werden, weil die Winkel LGF und DCA, wie vorhin bemerkt, 
gleich sind. Dann aher fällt F in D, indem GF=CD isl. Es fälll also nun 
H in Fj F in D und G in C; also fallen F, Gj II in D, C, E, und folg- 
lich isl FGU dem \^ inkcl DCE gleich. 

Nach der Voraussetzung war FGH dem Winkel ACB gleich: also 
sind die Scbeiielwinkel DCE nnd ACB einem und demselben Winkel FGH 
und folglieb einander i^eleh. 

S. V. 

Es mflssen jetst einige Sttse von Dreiecken folgra, die noch ohne 
den Begriff der Ebene Statt finden, nflmlteb: 

17. Brkiänmg. Die Fignr ABC (Fig. 8.), von «trei geraden Linien 
gebildet,, die Im Räume au nwel- nnd xweien sieb schneiden, soll Dreieek 
beifsen. Die geraden Linien swisdien ihren mgenen Durchschnittspnncten' sollen 
SeUen, die Winkel, welche sie einschliefsen, Wmket des Dreiecks beifsen. 

18. LekrM^z. Gleiche Dreiecke haben gleiche Seilen nnd gleicbe Winkel. 
Bewns. Sie decken sich; folglich fallen ihre Seilen und deren Durch- 

acbniltspnncle in einander, und folglich sind die Seilen des einen Dreiecks 
so lang, als die Seiten des andern, nnd die Winkel des einen sind den Win- 
keln des andern gleich. 

Grelle*« Joerael f. 4. Math. Bd. XLV. Heft 1. 4 
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19. Ltekrsais. Wenn zwei Seilen Ali und AC eines Dreiecks ABC 
(Fig. 9.) einzeln so lang sind, als zwei Seilen DK und />i<' eines andern 
Dreiecks DEF, und der eingeschlossene WiuUcl A ist Eii^Meich dem Winkel D 
gleich, so sind die Dreiecke selbst und folglich aacb ihre übrigen Winkel und 
die dritten Seilen einander gleich (18.). 

Beweis. Man lege ^ in Z> und AB in DE:, so fällt B in E, weil 
AB DE sein soU Desgleichen iulU AC in DF, weil A=D sein 

soll (13. B.)i und C iüF, weU AC==DF sein soll (7.). Nun ist cwisoheD 
den beiden Panclen BS und F mw eine gcrode Linie möglich (2.)^ niso 
fiSlII auch BC in nnd folglich decken sieh die Dreieeke und Bind mithin 
dnander gleich oder congment 

20. Leknat*, Wenn in einem Dreieck ABC (Fig. 10.) nwei Sdlen 
AB und AC einnnder gleich sind, so sind aneh die deoselhen gegenOher lie- 
genden Winkel C nnd^ü einander gleich. 

Ertt^ Bnm, Es werde, wihrend der PnncI A an seiner Stelle 
bleibt, AC in den Ort im Ranme gebracht, den AB einnimmt, so wird C 
in B fallen, weil AC=AB sein soll. Ferner wird AB in den Ort Im 
Ranmo gebnidit werden können, den AC einnimmt , weil der Winkel A sich 
selbst gleich ist (13. B.). Auch wird i} in C iaUen, weil AB — AC sein 
soll. Da aber C in B und B in C fällt, so wird auch die ganze Linie BC 
in CB fallen (2.). Also wird der Scheitel C des Winkels ACB, nebsl seinen 
beiden Schenkeln CA und CB , in den Scheitel B des Winkels ABC nebst 
seinen beiden Schenkeln BA und BC faUeo, nnd folglicb massen die Winkel 
C und B einander gleich sein. 

Zweiter Beweis. M;iii nehme wiilkürlich einen Punct E in AB an, 
und AF — AK: so ist in den Dreiecken FAß und EAC, AB = AC, 

AF=AE und A^A. Also sind die Dreieckt einander gleich (19.), und 
folglich ist BF^KC und AEC=AFB; foigiich sind auch die Neben- 
winkel BEC und BFC gleich (14.). Desgleichen ist BK = FC. iMiUiin ist 
in den Dreiecken BKC und BFC, BE=FC, BF=ECvind BEC^BFC, 
Also sind die Dreieciic gleich (iü ), und foigiich ibt B~C. 

§. VI. 

Nunm^ wird die Definition der Ebene folgen, aber derselben ein Sata 
voransgehea mfissen, wdcher beweiset, dal^ die Fliehe, weldie lESftciM ge- 
nannt werden soll, möglich isL Daranf werden sogleich einige SUie von 
der Ebene selbst binzugefagt werden. 
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31. Ltkn&iK, Durch Jed« g«nd« Uth BC (Fig. 11.) and doreh 
erneu betieliig«!! Pirncl A im Räume, aiifi»«ii«lb derselben, ist immer eine 
FiAciie mßffHek, in weldier ebne Annahme alle die geraden Liafen dAdi, 
Ai«!, fAfi ate. in ilnfer ganaen Ausdehnung liegen, die durch den Pnnet 
A und dnreh die gerade Linie BC gehen. 

Bnom, Alle die geraden Linien AD, AB etc., gehen durch den 
Pmct A^ und jede geht durch einen andern Fund der Linie BC$ denn 
swei gerade Lhiien durch A und dunA dmMtn Punet. von BC wftrden 
in ihrer ganten A^sdehuui^ nuammenfallen (3.). Die geraden Linien dAdi^ 
«A$t elo. können also keinen Piinct weiter, als A gemein haben (5.). Kein 
Punct einer durch A, durch BC und durch die sflmmliichen geraden Linien 
dAdij ^Asi gehenden Fläche wird also von diesen Linien mehr ah einmal 
getroffen, aofser dem Punct A seihst. Eine Fläche durch A ond durch BC, 
in welcher sflmrotllcbe Linien dAdi^ eAei etc. liegen, ist also allemal möglich. 

23. Erklärung. Eine Flache, durch einen beliehig'en Punct A (Fig. 11.) 
und durch eine beliebige gerade Linie BC im Räume gehend, in welcher 
alle durch A und BC gebende gerade Linien dAdi^ eAei etc. in ihrer ganzen 
Ausdehnung liegen, was nach (21.) allemal möglich ist, soll Ebene heifsen. 
Der Punct Ä soll bestimmender Punct, dir fremde Linie BC bestiimnende 
Gerade, und die verschiedenen durch A und BC gehenden geraden Linien 
dAdi^ eAei etc. sollen erzeugende Geraden der Ebene heifsen. Femer 
heifse eine gerade Linie ^mit zwei andern «ich schneidenden in einer und 
derselben Ebene liegend"' wenn sie durch den Durchschnittspuncl jener beiden 
und zugleich darch irgend einen Punct irgend einer Geraden gehl, die jene 
beiden schneidet Z. B. EA (Fig. 11.) liegt mit DA und €A in efaier und 
derselben Ebene, wenn sie, etwa in E, irgrad eine Gerade DG Beneidet, 
die dorch DA und GA geht. 

Bei der Beieiehnung einer Ebene durch Bndistaben oder Figuren mrfl 
der hei dem bu^imBMmim Pmuie der Ebmie stehende Bnchslah immer 
itwueUm die beiden Buchstaben gesetst werden, welche uwei Pmicte der 
Mmmmim Urne beieichnen. Also ist i.B. 4if £S»me (Fig. 11.) 
diejenige^ deren beslminiender Pund A und deren besUnuneode Lhiie DG ist. 

Dieee Definition der MSkmu gewihrt den wesentBchen Vortheli, dafli 
darch sie flberall, wo drei einander in einem und demselben Puncte schnei- 
dende gerade Linien zugleich durch eine und dieselbe vierte gerade Linie 
gehen, wie %. B.: die DA, EA, GA (Fig. II.)« dje sich in A schneiden, 

4* 

* 

Dlgltized by Google 



28 



i. Zur Theorie der Etene. 



wahrend sie nlle drei durch die gerade Linie BC gehen, sogleich bestimmt 
wird, dafs diese Linien in ^ner und derselben Ebene Uegm. Da ein solches 
Zusammensein dreier gerader Linien, die eine vierte schneiden, wie sich 
zeigen wird, sogleich wie mnn weiter geht und immerfort in den Demonslra- 
(ionen vorkommt, so ist du^scr Vorlheil wesentlich. Wollte man von tfcr 
/»bwritfrschcn Definition der Ehcne ausgehen, so würde mnn jenes Vorlheib 
entbehren; es müfste erst bewiesen werden, dafs drei in einem und demselben 
Puncle sich schneidende gerade Linien, wenn sie »uf einer festen Axe im 
Räume, die durch den Schneidepunct geht, senkrecht sind, nothwendig alte 
drei zugleich durch eine vierte gerade Linie gehen; was vorbereitende Sätie 
erfordert, deren Beweis, ehen ohne die gegeuvvärlige Definition der Ebene, 
nicht zu gelingen scheint. Hier roufs natürlich umgekehrt bewiesen werden, 
dafs drei in einem und demadban Panote sich schneidende gerade Linien, 
wenn sie 2;ugleich doreb eine nnd dieselbe vierte gerade Liaie gehen, «uf 
einer fesiea Axe im Räume, die durch den Dnrebsehnitlspunet der drei Li- 
nien gehl, alle drei ungleich senkredil sein ktapen; was sich auch thnn Üfst 
und unlen geschehen wird. 

23. LeArsatz. Durch eine gerade Linie im Baume, und durch einen 
Pnnct aulSierbalb derselben kann nur «me Ebene gehen. 

Bewm. Gcselst, durdi BC und durch A (Fig. M.) kannte noch 
eine iweite Ebene gehen: so sei AB eine der erzeugenden Geraden der er- 
sten Ebene, die nieAl in der sweHen liegt. Alsdann mfifsle, weil auch die 
xweite Ebene, nnd fo^ich andi eine ihrer erzeugenden Linien durch A und 
E gehen mufs, eine aweitc gerade Linie durch A und E möglich sein, die 
nicht mit der erzeugenden Geraden der ersten Ebene xnsammeaülllt. Da dieses 
nicht möglich ist (2.) und das (ileiche von jeder andern erzeugenden Geraden 
gilt, so milssen nothwendig alle erzeugenden Geraden der beiden Ebenen 
siBammcnrallen , und daher gicbt es. durcii den bestimmenden Poncl und die 
bestimmende Gerolde gehend, mir eine Ebene. 

24. Lelirsahz. Ourcli zwei ijerade Linien, die sich schneiden, wie 
AD und Afi! (Fig. 11.), kann ininu i trcnittstenK eine Ebene liegen. 

Ueweis. Es gehe durch Ü und <r die gerade Linie BV, und es liege 
durch DG und A eine Ebene, so gebt dieselbe auch durch die beiden geraden 
Linien AD und AG,, 
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§. vn. 

Jetst wird ein Grandsats eiogesolialtet werden mflMeD, der zur weiteren 
Untersnelittng der EtgenBobaflen der Ebme notbwendig ist Es ist folgender. 

25. Grw^tn^ Wenn drei gerade Linien, die io einem end dem» 
selben Pancle sidi treffen, in einer nnd derselben Ebene liegen, so ist der 
Winkel swischen den beiden inftem Linien so grob, als die Winkel zwischen 
den beiden äufsern und der inncrn Linie zosaromengenommen. Auch kann 
jeder der beiden letzten Winkel, von Null an bis zur GrüTsc des einscbliefsenden 
Winkels, stethf wachsen. Also z.B. in Fig. 11. Ist DAfi! so grofs, als die 
beiden Winkel EAG und DAE zusammengenomnieD; und ein innerer Winkel, 
wie EAG, kann jedc< mögliche Gröfse haben, von Null an bis DAG. 

Euklid nimmt diesen Grundsatz von Winkeln f^tillsclnreigend ebenfalb 
an. bezogen nnf sein ailgemoines drittes Axiom: „Gleiclies von Gleiclient hin- 
weggenominen, hifsl Gleiches." Deuu, naclulem z. B. in der zu dem 5' ' Snt/e 
des ersten Buches gehurigen Fi«nr, hier \'\\^. 12., bewiesen worden, dnl's die 
\V inkel ABG und ACF nnd die Winkel CBG und BCF gleich sind, wird, 
mit Berufung auf den 3' " Grundsalz, belmuplet, dafs ABC — ALU iii. 
Also wird angenommen, dafs die Winkel ABC und CBG zusainmen so 
gror:5 sind, als der Winkel AU(m, iisid die| Winkel ACIi und BCF zmammen 
so grofs, als der Winkel ACF, von welchem bewiesen worden, dali er dem 
Winkel ABG gleich ist. Auch enthält diese Voraussetzung eioscbliefslich den 
»wdlem Theil des gegenwärtigen Gmodsalzes; denn da xn einen Winkel dn 
anderer, so Uein ab man will, bintngelhan werden kann, so folgt, wenn 
man, nach EukSde», den entstehenden Whikel der Smnme des ursprünglichen 
nnd des binzuge rügten Winkels gleich setzt, dafs ersterer ^etiß wachsen Itann. 

Es schliefet sich nnn an den Gmndsats sonitebst folgender Satz. 

36. LekrsäbB. Von jedem der beiden Winkel, in welche eine gerade 
Linie, die mit den Sebenheln eines Winkels in einer nnd derselben Ebene 
Hagt, den Winkel Ihdlt, ist der Nebenwinkel des einen nothwendig grOJber, 
als der andere Winkel Z. B. wenn EC (Fig. 18.) dnrch BF geht nnd also 
den Winkel BCF in swei andere BCE und ECF theilt, so Ist der Neben- 
winkel ECD des dnen Vinkels BCE nothwendig grdfser als der andere 
Winkel ECF. 

Beweis. Der Nebenwinkel ECD kann von den Dreien nur Eins sein: 
entweder ^Mc/t dem Winkel ECF, oder kleiner, oder gröpser. Er kann 
aber Ma ßtekh ECF sein, denn sonst mOfste CD in CF gebracht werden 
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können; was lüfiht tngebt, weil die gerade Linie BD, nach BF geliradit, 
nicht dnroli C gehen kann (15.)* Er kann «nch nidit Mmtur nia ECf aein, 
denn aonst wfire er, weil x. B. der Winkel EOG von Nnll Ua ECF «laiy 
wachsen und folglich jede Gröfso haben kann, die kleiner ist als ECF (25.)« 
irgend einem Winkel KC6r gleich, dessen Schenkel CG durch BF geht; waa 
ebenfalls nicht mög^lich ist^ weil die gerade Linie BD, nach BG gebracht, 
wiederam nicht durch C gehen kann (15.). Also kann EiCD nmt großer 
sein, als ECF. 

§. VIII. 

Ei folgen nun wieder einige Sätze, die zur ferneren Entwickelung 
nolhwendig sind. Die Beweise derselben sind den Euklidischen tuicligebildel, 
mufsien Rher theils vervollständigt, theils auf das ,hier Vorhergehende he- 
aogeu werden. • 

27. Lehrsatz. In jedem Dreieck ist jeder Winkel kleiner, ab der 
Nebenwinkel des an der nemlichen Seite liej^cnden andern Winkels. Z. ß. in 
dem Dreiecke AÜC (Fig. 13.) ist der Wiiikei A kieiner ali der Neben- 
winkel BCH des Winkels AGB, 

Bewns. Es sei in der Sdte AC, E derjenige Punct, der von A 
und C gleich weit eatferat ist, nod der immer existirt (11.). In der geraden 
Linie BEFs dnrch B und E, sei EF^BE nnd F nnd C durch eine 
gerade Linie veriinoden, so dalh BC, EC nnd FC in einer nnd derselben 
Ebene liegen (23.). Alsdann aind in den Dreiecken AEB nnd CEF die 
Winkel bei E, als Scheitelwinkel, gleich (Itt.); und da die einschließenden 
Seiten ebenfills gleich sind, nemlicb AE^EC nnd BE^EF, so aind 
die Dreiecke congruent (19.). Also ist der Winkel BAE gleich dem Winkel 
ECF, DiMer Winkel EOF ist aber kleiner als der Winkel ECB (26.), 
also ancb klehier als der dem letsteren gleiche Scheitelwinkel BCH (16.). 
Also Ist anch der dem Winkel ECF gleiche Winkel BAH, oder A, kleiner 
als der Winkel BCH. 

28. LektiuU», In jedem Dreiecke liegt der gröfseren Seite der grö- 
fsere Winkel gegenüber. Z. B. wenn in dem Dreieck ABC (Fig. 14.) 
AC^AB ist, so ist der Winkel ABC gröfser ab der Winkel ACB. 

Beweis. Es sei AD = AB , so Fällt D zwischen A nnd C, weil 
AC^AB. In dem gleichschenkligen Dreiecke DAB ist der Winkel ADD 
dem Winkel ADD gleich (20.). Für das Dreieck BDC aber i.^t ADD 
der Nebenwinkel des mit C an der nemlichen Seite liegenden andern Win- 
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Mb BDC. Abo ist ADB grObtr ab MB (27.), mid fol^h aneb ABO 
grOfker als C. Ferner ist ABB kleiner ab ifHC (25.)* Abo bt um ao 
neiir ABC grOfser als ACB, 

29. lahrtalx. In jeden Dreieck liegt dem gröfseren Winkel die 
gröfsere Seite gegenüber. Z. B. wenn in dem Dreiecke AUC (Fig. 14.) der 
Winkel ABC gröber ab der Winkel ACB isi, so bt die Seile AC lAnger 
ab die Seite AB. 

Beweis. Wäre nicht /IC .4 fl, so wäre entweder .4C== .40, oder 
AC<.AB. Im ersten Fall aber wäre ABC ACB (20), im letaleren 
ABC <Z ACB (28 ). Beides ist der Voraossetzung entgegen. Abo kann 
nor AC^AB sein. 

30. Lehrsalz. In jedem Dreiecke sind zwei Seiteu zusammeD langer 
als die dritte. 

Beweis. Die Seite AB (Fig. 15.) des Dreiecks ABC sei nach U 
verlängert and AD=AC. In dem gleichschenkligen Dreieck ACD sind die 
Winkel ACD und ADC gleich (20.). Oa ähvr BC, AC und DC in einer 
und derselben Ebene liegen (22.), so ist der Winkel BCD ^^iofser als der 
Winkfll ACD (25.), abo anob gröfser als der dem feilten gleiche Winket 
ADC oder BDC. In dem Dreiecke BCD bi ferner die dem grftrseren Win- 
kel BCD gegenüber Hegende Seite BD Ulnger ab die dem kleineren Winkel 
JiDC gegenüber Hegende Seito BC (29.); niid da ann BD^SA + AD 
^ BA-\- ACUt.to Ist AC> BC. 

3f. Lehrmiz, Wenn in einem Dreieek eine Sehe ond die beiden 
daran liegenden Winkel so grolk sind, ab i^ne Seite und die beiden anlie-' 
genden Winkel in ^nem andern Dreiecke, so sind die beiden Dreied^e oon- 
gment. Z. B. wenn in (Fig. 16.) BC^BF nnd 11= ff, C^^F ist, so 
ist auch AB= DEy AC = DF ^ A=^D, 

Beweis. Da BC^ BF sein soll, so kann BC in EF oder EF in BC 
gelegt werden, und zwar so, dafs B in E, C in F fällt, und es ttlll dann 
nolhwendig z. B. DK in AB, oder AB in DE, weil nach der Voraossetzung 
die. Winkel B nad E gleich sind (13. B.). Wären nun BA und DE nicht 
einander gleich , so wäre eines von beiden gröfser. Es sei DE >> AB. 
Alsdann wird, wenn BC in EF, und zwar B in K, C in F gelegt wird, 
so rfaf? A/l in DE fällt, A nolhwondig^ in irgend einen Puncl G fallen, der 
zwischen E und D liegt. E? wäre also nun BC = EF , B ^ E und 
BA=:EG, Abo w4ren die Dreiecke ABC und GEF congruent (19.), 
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und folglich raüfslc AC in GF fallpii und der Winkel GFE dem Winkel 
C oleicli sein. Es isl nber vielmehr, da OF mit FF und DF in einer und 
derselben Ebene liest, der Winkel GFE kleiner als der dem Winkel C 
gleich vorauK^esetzle NMiikel DFF (25.^ Also kuiiti u\chl Aß - DE sein. 
Ks mufs vielmehr A/i = DE sein und iotgitch A \n ü und mitbin auch AC 
in DF fallen, ai^o AB^DE, AC=DE «nd .4-^/> sein 

32. Lehrsatz. Wenn die drei Seilen eines Dreiecks einzeln den 
drei Seiten eines andern gleich sind, so sind auch die den gieicbea Seilen 
gegenüber liegenden Winkel gleich, und die Dreiecke sind folglich congruent. 
Z.B. wenn CFig. Ki.) DE^AB, EF DC und FD ^CA isl, so ist 
auch F C, A und E = B, und folglich AüEF = ^ABC. 

Bewei», Wäre z.B. nicht E=B, F—C, so könnte nur sein: 

1) E=iB und F>C, oder 

2) E^B ttttd F<.C, oder 

3) J7<B and F<C, oder 
4} E>B und F>C, oder 
ö) E<.B und F>C. 

Melire Fftlle sind niiiht mOgUcb. 

I. Im ersten FaUe E==B, F->C werde BC in gelegt, so 
wird, wegen B = E, AB in die Linie ED feilen; der Winitei C aber, der 
kleiner als F sein soll, ist notfawendig einem von den mit EF und DF in 
einer und derselben Ebene liegenden Winkeln gleich, deren andere Schenkel 
zu-ischeu EF und DF fallen (25.); also z.B. C^EFG. Es fiele daher 
B in E,, C in F, AC in EG, BA in CD und J in G; folglich wÄre 
EG=AB. Es ist aber vorousgesetst EDtssAB. Also kann nicht, wenn 
J5 = ll isl, /''>C sein. 

II. Im zweiten Falle E^B und F- 'T w;ire E =^ B , C> F; 
welche?, wie so eben bewiesen, mMEF^BC, DF^AC md£D = BA 
ZUjfieich, nich! niöiilich isl. 

TIT. Im drillen Tolle E<^B, F <■ C werde EF in BC gelegt. 
Der Winkel F, welcher kleiner als C sein soll, ist nothwendiff einem von 
den mit BC und AC in einer und der:^elben Ebene BCA liegenden Winkeln 
gleich, deren andere Schenkel zwischen AC und BC fallen (25.). Also 
kann mau setzen: F ~ BCIl. Eben so ist der Winkel E, welcher kleiner 
<pin soll als B, nolliwendig einem von den niil BC und BfJ in einer und 
derselben Ebene CBH liegenden Winkeln gleich, deren wndere Schenkel, 
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si0tMA«ji BC und BB fallen (25.). Abo kaiiD mtm setsen: B= KBC, so, 
dtCs also Bin da« Dreieck KBC, infolge (31.) i dem Dreieeke DEF €w~ 
grwaXmdDE^BK, BF^KC, folglich auch oderilil+JC 
^BK^KC wire. Non ist aber in dem Dreiecke üfllC^ BB+BK:>BK(ZO.y, 
also, beideraeils KC hiosugelhan, BiT-l- J7C> BK'\-KC. Ferner ialin dem 
Dreiecke ABC, AM+M>BC (30.); also, beiderseits BB hissogelhan, 
JC> Bff+irC,>nnd folglich anch, weil BB-\-BC> BK+KC war, 
AB'\-A€:>BK'\'KC Es kann also nicht, wie es sein mt&le, AB-\-AC 
^BK-^KC und fo^lich kaDO aueh nicht £?<B und F<C8ein. 

IV. Im vierten Falle: E:>B und F: C wäre B <E und C<F; 
welche?, wie so eben bewiesen, mil DE ^ AB, EF=sBC and FD^CA 
9m§tmch nicht niu<rlich ist. 

V. Im fünflen Falle: E<^B, F:>C, werde wieder KF In BC 
gelegt. Der Winkel E, welcher kleiner als B sein soll, ist nolbwendig einem 
von den mit AB und CB in einer und derselben Ebene ABC liegenden 
AVinkeln jrleicii, deren andere Schenkel »wischen AB und CB fallen f'^5,"). 
Also Iiann mnn setzen: E—LBC. Es sei BM — EU , so dafs also DF 
In CM fällt und F—BCM ist: «o liegt der Durcbschnitlspunct // von AC 
und BM notbwendig zwischen Ii und M, weil nur dann, wie es voraus- 
gesetzt wurde, ACB <C BCM oder F ist (25.). Es wäre also nun DE oder 
AB ^ BiU und ÜF oder 31C — AC; folglich waren ABM und ACM 
ffieichtehenklige Dreiecke. In diesen Dreiecken wären also die Winkel 
BAM und BMA und die Winkel CAM und CMA gleich (20.). Gleich- 
wohl ist von den in einer und derselben Ebene BAM ligenden Winkeln BAM. 
vod CAM der erste grOfter als der sweite, und eben so ist too den in 
^ner und Anmelben Ebene CMA ligenden Winkeln BBiA und CÜfil der 
erste kielner als der aweite (25.). Also kann nicht der Wlnkd BAM, der 
gr5flier ist als der Winkel CAM, dem Winkel BMA, welcher kleiner ist 
als der dem Winkel CAM gleiche Winkel CMA, gldch sein. Und folgiidi 
kann nicht £<il und F>C sein. 

Von allen 5 Pillen ifaidet also keiner Statt, und folglich ist notbwendig 
E BS B , F s= Cm 

Wenn nun aber E^B ist, so fällt, wenn EF in BC gelegt wird, CD 
In BA und, wegen ED^BA, D in A* mithin fälh auch DF in AC und 
ist gleich AC: wie es vorausgesetzt wird. Desgleichen ist F^C und weil 
DE in AB, DF m AC Mi, anch D = A, 

Ci«llt*i ionriwl r. 4. M. B4. XLV. Heftl. 5 
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$. IX, . 

' Ehe das Vorfaergehende mt iKe Theorie der Ebene angewendet werden 
kann, mflssen, nach Vorgang von Definitionen, noch ein Paar' Sitae aoage^ 
sprachen werden, die iwar aiiob nlher bewiesen werden konnten, die aber 
von atlen Geonietem, entweder stiUsehweigend, oder ansdrOohtioh, ohne Be- 
weis nigegeben werden. Daran werden sich dann wieder einige Lehrsltse 
sohliefsen. 

33. ErkUnm^, Die GMammlheit der Orter im Raame, in welche 
ein PuncI oder eine Linie anter diesen oder jenen Bedingungen gelangen 
Itann, beifst geometrischer Ort des Punctes oder der Linie. 

34. Erklärung. Der geotnelrische Ort des einen Endpuncis einer 
geraden Linie, deren anderer Endpunct an demselben Ort im Räume bleibt, 
heifst Kugetfläche. Der festbleibende Puoct beifst Mittelpunct der Kugel, 
die bestimmende Linie Halbmesser, und zwei Halbmesser, in gerader Linie 
li(<rrr>nd. heifsen Durchmesser. Alle Halbmesser der Ku<rf»! sind also gleich 
lang und die Kugdllächc uraschliefst ganz einen endlichfii Kiuitn, weil vor- 
ausgesetzt wird, dafs der Halbmesser in alle möglichen Lagen komme, um 
mit seinem Endpancte die Kugelflache zu bescbretbea. Der Mittelpanct liegt 
im Innern der Kugel; denn er liegt in der MiUe der Darohmesser, deren 
Eodpuncte sich in der Kugellläciie befinden. 

35. Grundsatz. Eine gerade Linie durch irgend einen Punct inner« * 
halb einer Flüche, die einen Raum ganz umschliefst, schneidet, genugsam 
verUogort, die Flfiche notb wendig. 

36. Onmdtaiz. Wenn irgend ein Ponct einer Flfiche, die einen 
Ranm gans nmschliefst, oder andi irgend ein Ponct einer geraden Linie 
imwAaSk einer andern Pldche liegt, die einen Ranm gana nmsohllelht; sn- 
glddi aber irgend efai anderer Pnnct d«r ersten Flidie, oder der Linien 
m^sarAM d«r aweiten Flache liegt: so sebneiden die erste Flfidie, oder die 
Linie, die sweite Fläche nothwendig. 

37. LekrmUz, Ober Jeder geraden Linie von bestimniter Linge sind 
nniflblige gleicbschenkfige Dreiedce mdgfich, deren Schenkel jedesmal ansaramen 
linger sind, als die bestimmte Gmndlinie. 

Bewm*. AB (Flg. 17.) sei die gegebene gerade Linie, Jf dwjenige 
Ponct in derselben, der von ihren Endpunclen A ond B gleich weit entfernt^ 
und der zufolge (11.) immer vorbanden ist. Ferner sei Bß> BM und 
BH = AK^AG = BE. Sind wuk A vaiA B die Mitteipnncte sweier Kn- 
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gelfiAcben, mtl den HalbvMMro AG^AK mi BE^BU (34.), so ist 
€ ein Pniict der KngeUlAebe am A mmwkM, und iC ein'TDBct derselben 
KageUielie at^iterAiUb der Kagelfliebe nm B, Folglich sehneiden sich die 
helden KngellUch«! nolhwendig (35.)< Es sei H Irgend ein Ponct, in welchem - 
sie sii^ schneiden, so ist derselbe noth wendig von A und von B fiMdk^ wek ^ 
entfernt; dvaa AD und BD sind alsdenn HtMmtuer der beiden KngeHlAehen; 
and da alle Halbnesser einer Kngelflflche gleich ieng sind (84.), so ist 
AD^AG vod BD=iBE; folgiich, wegen AG^BE, ADsuBD, Mit- 
bin ist ADB ein gleichschenkliges Dreieck. Seine Schenkel AD und BD 
sind zQsomij^en lAnger vAbAB, weil AD=AG>^AB und BD=BEz>^AB. 
Auch giebt os unzählige soldmr gleicbschenkligen Dreiecke Aber AB, weÜ 
AG = BE wiilkQrlicb grofs angenommen werden kann, wenn es nnr grttfter 
Mt als Jilf = Bitf. 

38. Lehrsatz. Durch jeden Punct M einer geraden Linie KH (Fig. 17.) 
kann eine p:crflde Linie CM geben; die mit ihr gU»eh» Neboiwinkel KHC 

^HMC mnrht. 

Beweis. Ks werde in der geraden Linie KU aus M die willkürliche 
LAngo MA ;:enom[iipn, und p<> sei BM AM. Die Spilze D irgend eines 
der gleichschenkligen Dreiecke ADB, die über AD möglich sind (37.), 
werde mit dem gegebenen Puncte Af durch die gerade Linie DM verbunden: 
so ist in den Dreiecken AMD and BMD, AM=^BM, AD = BD und 
der Winkel DAM ist gleich dem Winkel DBM (20.). Also sind die Drei- 
ecke congrucnt (19.). Folglich ist der Winkel AMD dem Winkel BMD 
gleich, und folglich giebt es durch den Punct M immer eine gerade Linie 
MDt die mit der gegebenen Linie AB ffläek§ Nebenwinkel maehL 

89. ErkUinms^ CHefobe Nebenwinkel soUen reeAls and gerade Li- 
nien im Ranme, die sieh imter gleichen* Nebenwinkeln sebneiden, auf ein» 
ander unkreckt oder P^rptndiM m einander heibea. 

■ « 
. ^> JL 

Nnnmehr können die fiigensehaften der £9ejie ontersnobt werden. <Ss 
gesebi^t in den folgenden Sfttsen, die diese Elgeimcbafkea aassprecheo. 

40. Ldurtühs Weno aaf einer geraden LInio im Räume, %, B. auf 
DE (Fig. 18.), iwei andere gerade Unten AC and BC in einem and des»- 
- selben Pnncte C senkrecht stehen, so dafs also ACD, BCD, und folglich 
aneb die Nebenwinkel ACE nnd BCE recA/e Winkel (39.) sind: so stehen 

ö* 
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•II0 «rsfttjfwite Linien jeder beUebigen, durch AC and BC gehenden 
Eimß, s. B. FS und €fC, mf DE ebenfaUs Mokredit. 

Bttem. Eb eei AB dfe ht^mmmie Linie einer beiieb%en durch 
AC und BC gehenden Ebene nod CE den wlllhttrhehett DC gieidi* Da 
alsdann in den Dreiecken ACD nnd ^CC iwei Seiten nnd einge- 
sehlossene Winkel gleich sind, nemllch DC=EC, AC=i^AC und ACD 
sssACß, so fäad die Dreiecke gleich (19.)* Also ist AD*= AE. Aaf gleiche 
Weise, nemlich weil DC=CE, BC^BCmd BCD - HCE \sl, sind die 
Dreiecke BCD und BCE gleich, and folglich ist auch BD = BE. Es sind 
also in den Dreiecken ADB und AEB die drei Seilea einander gleich; 
nemVich AD = AE, BD = BE, wie bewiesen, unA AB ^ AB. Daher sind 
diese Dreiecke gleich (32.), und es ist der Winkel DAF oder DAG dem 
Winkel EAP oder EAG tflelch. wenn F und 6' zwo! beliebige Punctp der 
geraden Linie AB und niso f und GC erzeugend« Linien einer darch 
AC ttod BC gehonden Ebene sind ( 24.}. 

Es sind nun ferner In den Dreiecken DAF und FAF, oder in den 
Dreiecken DAG und EAG, zwei Seilea und der eiageächiosscnc Winkel 
gleich; nemlich, wie bewiesen, AD = AE, DAF = EAF oder DAG 
= EAG, und dazu AF ^ AF, oder AG— AG: also sind diese Dreiecke 
gleich (19.") , uud iolfrlich ist FD ^ FE oder OD GE. 

Es bind demnach ferner in den Dreiecken Z>i<'C und EFC, oder Z>^rC 
und jß<7C, die drei Seilen gleich, nemlich FD = FE oder GD = GE, wie 
bewiesen, SH)^EC oacb der Vonrasseizung, und FC = FC, oder 
ss^C* also sind «es« Dreieeke gleich (32 ), und esjst folgUch FCD 
^FCE, oder GCD^GCE, das heiftt: FC und W machen mit HS 
0Mek& Nebenwinkel, und folglich r$eMe Winkel. Dnher stehen auch die 
beiden eraengenden Linien FC and ÜC auf DE senkrecht Das NemHche 
gilt von jeder enden erxeugtmiUn Linie jeder durch AC fuA BC ge- 
henden Ebene. 

41. iMrsAla. Wenn awei sich sehneidende gerade Linien BCD 
nnd £CF (Fig. 19.) auf einander Mnkrseht sieben, so also, daft BCE, 
BCD, DCF und FCB r0eki» Winkel sind : so glebt es hn Ranme immer 

eine darch ihren Durchschniltsponct C gehmide gerade Linie AC, die auf 
den beiden sich schneidenden geraden Linien zugleich senkrecht siebt; so, 
dafs AGB, ACD, ACE und ACE rechte Winkel sind. 

üeieeis. Es sei GC eine beliebige der aaf ECF in C senkrecht 
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^ehflsdefi geraden Liuian, so also, daft GCB niid €tCF rechte Wiokel sind. 
Alsdami sieht EC mtlBC und €fC sogleich senkreoht, weil £€9 und ECG 
nach der Vorauselsiing reelile Winliei sind. 

Es sei äC ^oe belieMge von den auf BCD in C senkrechten geraden 
Linien. Ss werde in derselben der Ponot A willkflriidi angaiommai, des- 
gleichen der PnncI B und der Pnnct D in BCD} darauf werde von den 
geraden Lioieo AB nnd AD ind der geradtti Linie BD das Dreieck ABD 
umtehiotMn. Dieses Dreieck werde in alle mögliche Logen gebracht, wflbrend 
BD an der nemlichen Stelle bleibt: so wird der jMomeIrMcA« Ort der Linien 
BA und AD eine Fläche sein, die einen Raum ffonz umschliefst Der Funcl 
C liegt im hmtm dieses BRums: also murs die Linie GC, die durch C geht, 
nothweodig die von BA und AD beschriebene Fläche irgendwo sclineiden 
(35.), folglich eine der Linien AB nnd AD in irgend einer ihrer Lagen 
treffen. Sie schneide AB in H. 

Alsdann sind die drei geraden Linien BC , HC und AC erzeugende 
Linien der durch AB, als hf>sthnmende Linie, und durch C, n!s besümmenden 
l'unct, gelegten Ebene. Die gerade Linie KC steht aui zwei dieser erzeu- 
genden Lioieu, nemlich iiuF BC und HC oder CC der Voraussetzung nach 
senkrecht; also steht sie, gemäfä (40.), auch aut der dritten AC senkrecht. 

Es stand aber AC nach der Voraussetzung auf BCD senkrecht: also 
slclil AC auf neu und auf KCF zuyleich seniirecbt, und tulglicli i^icLl es 
immer eine durch C gehende gerade Linie AC, welche auf deu beiden ge- 
gebenen Linien zugleich senkrecht ist. 

43. LekFMOl», Wenn swei gerade Linien XfC mA EC (Fig. 20.) 
einender nnlor ^nem Mefc^en Winkel iH)E schneiden « so giebt es immer 
eine, im Baomo durch ihren Dnrchschniltspuncl C gehende gerade Lhiie 
ACE, die anf den holden sich schnddenden geradoi Linien zugleich senk- 
recht steht; so also, dafs ACD und ACE rechte Winkel sind. 

Bemn» L Es sei D ein bdiehiger PnniA in der Unie^ i>Cj und es 
werde EC—DC genommen. B sei derjenige Pnnet der geraden Linie DE, 
welcher von H nnd iS gleich weit entTernt ist nnd der immer Statt findet 
(11.). Alsdann nnd in den beiden Dreiecken DBCm^ EBCiie drei Seiten 
gleich, nemlich DC s EC nnd DB e= BE, nach der Voransselnnng, und BC 
~BC. Also sind die Dreiecke gleich (32.), und folglich sind die Winkel 
DBC und EBC gleich und mithin, als Nebenwinkel, reehU (38.). 

U.^ Nun giebt es, nach (41.), immer eine durch den Dnrchsehnitts- 
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puDCi B der onler rechten Winkeln sich sebi^etdenden geraden Linien CB 
nnd iCD gebende gerade Linie, die auf beiden zugleich senkrecht stebl. Sie 
gei GB. In derselben werde wlllkflrlich der Puncl G genommen und mit 
C durch die, beliebig zu verlrm^crude gerade Linie CGf, verhnndpn Die 
gerade Linie KB siebt also nunmehr auf den beiden Linien ßV und GB 
augleich senkrecht. 

III. Es sei ferner AC eine der auf BCK seukrechton geraden Linien. 
Es vvi'rdo in derselben der Puncl A und in der verlflngerlen BC der Punct 
h wilikärlich unfrenommen und durch die geraden Linien AB und AK mit 
BK das Dreieck ABh umschlossen. 

IV. Dieses Dreieck werde in alle möglichen Lagen gebracht, wah- 
rend BCK an der nemlidieil Stelle bleibt: so wird der jf0om«ifi§ehe Ort 
der Linieo BA nnd AK eine Fliehe tein, die efaieii Bmai gmm miueMußL 
Der Piioet C liegt in Mnuem- dieses Ranins: also molk die Lioie CC, 
0tB durch C geht, nolhweadig die von BA nnd AK beschriebene FlAche 
irgendwo schneiden (35.)« folglich eine der Linien AB oder AK in irgend 
einer ihrer Lagen. Sie schneide AB In A Alsdann ist BftA eine der «rw 
«sMywürfwi Linien der durch B^ als hetüametuUn Puncl« and dardi €IC, als 
bettimmmi« Linie, liegenden Ebene. 

V. Auf zwei andern eneugendeo Linien dieser Ebene« neuilicb auf 
BC and BG, steht aber die Linie EB senkrechL Also steht sie, nach (40.), 
auch auf der dritten enengenden Linie BA senkrecht. Folglich ist ABB 
ein recAtsr Winkel. Mitbin steht nnnnehr BB auf BA nnd BC sugleieh 
senlvecht. 

VI. Es werde CF—CA genommen: so sind in den beiden Drei- 
edten BAL nnd CFB zwei Seilen und der eingeschlossene Winkel gleich; 
nenUch CF = CA, BC=B€ und BCF=BCA, weil BGA ein rechter 
Winkel ist (IlL). Also sind die Dreiedi« gleich (19.), und folglich ist 
FB^AB 

VII. FeiiK-r werde duiclj B, als besütHmenden Puncl. nnfi durch 
ACFf als bestimmende Linie, eine Ebene ffeleg^t. so d«fs BA und BC zwei 
erzengende Linien derselben sind. Alsdann ist BF eine dritte erzeugende 
Linie dieser Ebene. Auf den beiden ersten erzeugenden Linien BA und BC 
slaud EB , wie voriiin in (V.) bewiesen, senkrecht. Also stehl EB , nach 
(40.), auch iiut der drillen cr/.eugenden Linie BF senkrecht, das hcifst: es 
ist FBE ein rechter Winkel. 
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VIII. Vorbin, in C^ )» bewiesen, dafs ABE ein rechter Winkel, 
und in (VI.)» tlafs AB = isl. Also sind, weil nunmehr FBK, als rechter 
Winkel, dem Winkel ABB gleich ist, in den beiden Dreiecken ABB and 
SVB xvrei SWten «ad der eibgMeblossene Wiükel gleich, nemlidi ABs= FB, 
BB=BB und ABE^FBB: AIbo aind die Dreiecke gleich (19.), und 
fdlgtich ist = 

IX Also slod naamdir, eodHeh, Id dea beiden Drded[6B ACE nnd 
FCB die drei Seiten gleieli, nenficb AB^FB, wie bewiesen (VIII.), 
CF=CA, wie Toransgesetst (VL), and BC^BC. Aiso sind die Drei- 
ecke gleich C33.), «od folglicb siad die Winitel ACB nnd FCB, ais Nebea- 
wiakel, redbls, das keifiil: .äC siebt eaf £!C aeakrecht, wAbrend es, nadi 
der Voraiftsetaaag (III.)« >Qf senkredit isL 

X Nun siad BC nnd EC zwei erzeugende Linien der dnrch DE, 
als bestimmende Linie, vad darcb 6", als bestimmenden Pai|Ct, gehenden Ebene. 
Bad DC isi eine drille erzeugende Linie dieser Ebcnr. Aof BC nnd EV 
Sieht AC senkrecht (IX*): folglicb steht es aacb auf ÜC senkrecht (40.)« 
nnd folglich giebt es immer eine gerade Linie AC, die naf beiden sregehenen, 
unter einem beliebigen Winkel DCE sich schnndeadea geraden Linien DC 
und EC zugleich senkrecht sieht. 

43. Erklärung. Der qfotnetrische Ort der Perpendikel durch einen 
festen Punct einer festen ^»Taficii Linie auf dicscli)o soll Perpendiciitar~ 
Fläche heifsen : die feste Lioie Aj-e , (iic Perpendikel Stra/iien, dpr feste 
Pnnct Mifteipiinct. (Eine sokhe Perpendicular- Fläche ist also Das, was 
Fourier Ebene nennt.) 

41. Lehrsatz. Durch keinen Punct einer geraden Linie giebt es 
Hiidere Perpendikel auf dieselbe, nls diejenigen, welche in der PerpetuUcu- 
iar- Fläche durch den bestimmten Punct liegen. 

Beiveit L Es sei FC (i ig. 21.) ein Perpendikel auf die gerade 
Liaie AB darcb den Paaet C ia dersdh«; weldiM Perpendftel nach (38.) 
ionaer Statt Badet. Bs werde ia FC der Panct H aad in AB der Paact A 
and der Pnnct B willkflriieb aagenomaien and D mit A and mit B dareb 
die geraden lAvkn AD aad BD Terhaaden. Die Liaie CD werde, mtl den 
beiden Linien AD nnd BD aagleicb, ia alle mOglidie Lagea gebracht» 
wdiread AB aa der nemlicbeD Stelle bleibt: so ist der so besdiriebeae ^eo- 
metrise/le Ort der geradea Liaie HC die PerjMiuBetaar^Mna^ auf die 
Axe AB darcb den Panct C; die geoatetrlschen Orte der beidea Dreiecke 
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UCA und DCB aber sind Flachen, die jede ffir tidi dnen Raum, aamMillich 

die Räume ALD und BLD, gm» wntehließen. 

II. Nun sei, wenn es möglich ist, GC ein Perpendikel durch C aaf 
AB, welche» nicht in die Perpcndicular-FlAche DC fAllt, das heifst: eine 
gerade Linie, die mit AB gleiche Nebenwinkel GCA^GCB macht, ohne 
dafs GC eins der Perpendikel DC wäre. 

III. Da C im Innern der ganz geschlossenen Fläche ADBL liegt, 
so mufs die gerade Linie CG, die durch C geh;, diese Flache nolhwendig 
schneiden (36."). Und zwar mufs sie eine der beiden Linien DB und DA 
"m irgend einer ihrer Lagen Ireüen. Sie IrelTe DB in E. 

IV. Alsdann gehen die drei geraden Linien DC, KC nnd BC durch 
eine und dieselbe gerade Linie DB und liegen folglich in einer Ebene durch 
C und DB. Und zwar liegt CE zwischen CD und CB. Deshalb aber ist 
der Winkel ECB, oder GCB, kleiner als der rechte Wmkel DCB (25.)'. 

V. Der Pnnct £ werde nun ferner mit dem Puncto A durch die 
gerade Linie AE verirnnden. Abdann bt AB eine d«r erzeugenden Linien 
einer Ebene durch DB nnd Aj nnd da E zwuekm D nnd B liegt, so liegt 
AE xwüeken AD nnd AB; der Winkel EAB ist also kleiner als der 
Winkel DAB (25.). In welcher Lage sich also auch die Linie AB, mit 
AD und DB sngleldi, nm AB hemm befinden mag: immer Hegt sie nolh» 
wendig swischen AD und AB, nnd folglich ganz im Innern der gans um- 
schlossenen Fliehe ADBL, 

-VI. Da nun ferner B nicht in A fallen, also die Lftnge der Linie 
AE nicht Noll sein kann,. so mnfe sie notbwendig Pnncte im Innern der einen 
oder der andern gans nmscblossenen FlAcbe ADL oder BDL habm. Hat 
sie aber im Innern von ADL einen Punct, so mnfs sie, wdl E an^ktrhälh 
ADL liegt, die Perpendicular- Fläche DL nolbwendig schneiden (36.); und 
hat sie im Innern von BDL einen Pnnct, so mufs sie, weil A aufserhalb 
BDL liegt, die Perpendicular- Fläche DL wiederum notbwendig schneiden. 
Jedenfalls wird also die Perpendicular -Fläche DL von der geraden Linie 
AE irgendwo geschnitten, etwa in K, und folglich mufs irgend ein Per- 
pendikel KC auf AB, etwa in A', freffen. Ob diese? Perpendikel KC das 
jiemlicbe DC sei, welches mit i E und CB in einer und derselben £b^e 
liegt, ist, wie sich sogleich zeigen wird, gleichgültig. 

VII. Die geraden Linien CA, CK und CE liegen non wieder in 
einer und derselben £bene, nemlicb in der Ebene durch C und AE, und 
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swar liegt CK KvriMln CA und €!EL Deshalb ist der Winkel ECA, oder 
6CA, yröfser de der reebte Winkel KCA (25.)- 

Vm. Oben In (IV.) wurde gefbnden, dafe der Winkel GCB hUkur 
iel, ab der rtdiU Winkel DCß, Wenn nun aneh glelcb das P^erpendikel 
DC auf AB niehl das nemlicbe wfire mit dem Perpendikel KC anf ABy so 
sind doch die rtehUn Winkel DCB und KCA einander gtdeh. Also folgt 
ans (IV. nnd VII.) » weO GCB klehifr nnd CCA ßrifser als ein reekter 
Winkel ist, dalb die Nebenwinkel GCB und GCA mekt gleich und folgliob 
luehi rteMe sein kennen. 

Milbin ist kein Pcrpeadikel GC auf AB, darcb C, auiberbalb der 
Perpendicnlar<-FlAcbe, auf die Axe AB, durcb C möglich. 

45. Lehreatz. Durch Jeden Pnnct einer geraden Linie gtebt es nur 
eine Perpendioular- Fläche. 

Bewas. Es giebl kein Perpendikel durcii den beslimmten Punct der 
Linie, welches nicht in einer Perpendicular- Flüche durch denselben liJgc (44). 
In einer zweilen Perpendicular- Fläche, aulserhalb der ersten, niüfslc aber nolh- 
. wendig ein solches Perpendikel angetroflcn werden. Also giebl es keine zweile, 
und mithin Jiur eine Feipendiciilnr- Fluche durcb einen und denselben Punct. 

40. Lehrsalz. Wenn eine gerade Linie. %. B. FC (Fig. 21.), auf einer 
andern AB senkrecht sieht, das heilst, mit ihi- gleiche Nebenwinkel FCA 
und FCB macht: so gieht es in einer durch FC und AB gelegten Ebene 
kein zweites Perpendikel durcii C auf Alt, neben FC. 

Beweis. Gesetzt. DU wnve die bestimmende Linie einer durch FC 
und BC gcleglen Ebene, nnd GC, wenn es möglich, ein nweites Perpendikd 
durcb C auf AB, in dieser Ebene, also dnreb DB gehend: so mftfsle GC 
nolhwendig in der durch C gehenden PerpenSenhr'-Fli^Ae anf AB liegen; 
denn anfber den Perpendikeln, welche diese FICohe bilden, giebt es infolge 
(44.) kein Perpendikel anf AB, Llge nun aber GC in der Perpendicolar- 
FUche dnreh C auf AB, so wftre BC oder AC anf den beiden in der Ebene 
DCB Hegenden Linien CD und EC sogleich' senkrecht; dann aber wflre 
BC oder AC, rermOge (40.3, ^^^^ **>^ andern enengenden Linie der 
Ebene DCB senkrecht; also noch anf BC* Also wftre BC anf ekk eeiht 
emkreeki. ■ Da dieses nicht sein kann, so ist auch kdne Linie GCi durch C, 
in der Ehen« DCB möglich, die ant AB senkrecht wäre. Eben so wird 
V bewiesen, dnls keine solche Lbiie in irgend einer Ebene durch AC und tV 
möglich isL 

Cr«U«;i lom«l d. M. M.7(LV. Haft 1. 6 
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47. Ldirtatz, Die in Ramne enf swel lieh sebneideodM geraden 
Linien zagleioh in ihrem Dnrcliscbttins-Pnnbte senliredite gerade Linie, die 
immer Statt findet C^)« hat keine andere nebeii sich, die, ebenfaUa dardi 
den Oorchfcbnilla-Puact der sich achneidendea geradao Lfaiien gehend, aaf 
beiden angleich senkrecht slAnde. 

AtfNieia. Es sei DC (Fig. 18.) auf den beiden in C sieh sebneidenden 
geraden Linien ÄC nnd BC angleidk aenkreeht, KC aber sei, wenn ea an- 
geht, ein sweiles Perpendikel durch C, äaf AC und BC angleicb. Durch eine 
beliebige gerade Linie AB, die durch die beiden AC und BC geht, dnd 
durch den Pnnd C, werde eine Ebene gelegt, deren es nur eine giebl (23.). 
Alsdann stehen, wie in (40.) bewiesen, alle erzengenden Linien dieser Ebene, 
z. B. bX\ GC cHc. auf ÜC senkrecht. Atlo diese erzeugenden Linien befinden 
sich also in der Perpendkular- Fläche aaf DC, die durch C geht, deren es 
wiederum nur eine giebt (45.). 

Es werde der Punct A mit zwei beliebigen Funden D und K der 
Linie JJC, an verschiedenen Seiten von C Iip<rond, durch die geraden Linien 
AD uiul AK verbunden, und daraut das Üreieck ADE sammt der Linie 
AC in alle mögliche Lagen gebracht , wSlirend DCE, so wie KC^ on dem 
ntnilicben Orte bleiben. Der geometrische Ort von DAE wird eine gana 
geschlossene Flüche sein, derjenige von AC aber die Perpendicular- Fläche 
durch C auf DC. 

Da der Piincl C im Innern der geschlossenen Flache ADE liegt, so 
mufs KC dieselbe, und zwar die Linie AD, in irgend einer ihrer Lagen 
achneiden C^5.). Es treffe äe in der Lage DF, und zwar in K, so sind FC, 
KC nnd DC drei eraeugende Linien emer Ebene durch FD und C$ nnd 
«war liegt KC awuekm FC und DC 

Es giebt aber nach (46.) ia einer, durch awei auf einandw senlnrechle 
gerade Linien FC und DC gehenden Ebene keine andere durch C gehende 
Gerade, die auf FC senkrecht wire, oder die mit ihr gleiche Nebenwinkel 
machte, als DC aelbst Also kann KC auf FC nicht senkrecht sein. 

Gleichwohl mflfste, wenn KC auf AC und BC senkrecht atiade, 
vermöge (40.) FC auf KC perpendicnlair stehen. Also ist, aufiwr DC, 
kein aweites Perpendikel durch C, auf AC nnd BC nngleicb, mOgtich. 

48. Ldartatx. Es kann durch awei aich schneidende gerade Linien 
nur etile Perpen dicnlar- Flache gelegt werden, deren Axe durch den Durch- 
schnittspunct der beiden Linien geht 
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Btwm, Es leieoilC nod BC QFig. 18.) die beiden gegebenen gen- 
den Linien: so gtebt es imnier eine gerade Linie DC, die auf beiden zo- 
gleieb In iibren Durehschoitl^vncle senkrecbl steht (42.)* Die Gesamni^ 
halt der Perpendiltel auf DC nnd C macht eine Perpendienlar -Fliehe aa«r, 
in weicher sich ilC und BC befinden. Bs giebt aber mir em Perpendikel 
DC, auf AC und BC logleich, durch C (47.)« Desgleichen giebt es auf 
dieses DC mtr mm Perpendicular-Flflche dnreh C (45.)* Also giebt es 
nnr eine Perpendiealar- Fläche, die durdi AC und BC geht. 

' 49. Lekr9at9, Jede gerade Linie, die durch awei beliebige Pnncte 
einer Ebene gebt, liegt gana in dieser Ebene. 

(Dieses ist der in der Vorbemerkang gedachte Sats, der gewöhnlich, 
ohne Beweis, «It DefiniitoH der Ebene aofgestelU wird.) ^ 

Bgwri». Es sei C Fig. 22. der tttHrnmundä Pnnct, AB die 
•Hmmende Linie der gegebenen Ebene; AC nnd BC seien awei beliebige 
erseu^ende Linien derselben, DC die Gerade, welche auf diesen beiden w- 
sengenden sugleich senkrecht steht nnd welche nach (42.) inner existirt, 
deren es aber nach (47.) nvr Wn« giebt: so wird, indem ^unmebr AC 
und BC sugleich auf DC in einen und demselben Pnncte C senkrecht stehen, 
gans wie in (40.) bewiesen, dab auch alle übrigen erzeugenden Linien der 
Ebene, also auch s.B. JPV, GC eic, auf DC senkrecht sind. Es giebt 
keine ersteigende Linie der' Ebene, die nicht anf DC perpendicnlair wflre. 
Die Ebene ACB fflllt also in ihrer ganxen Ausdehnung in die Perpendhu^ 
loT'Ftäcke durch AC und BC, deren Axe durch C geht. 

Nun seien B nnd K awei beliebige, in der durch AB nnd C bestimm- 
ten Ebene liegende Pnncte. Dieselben befinden sich,' da sie in der Ebene 
liegen sollen, nothwendig in zwei erze^^mdm Linien derselben, nemb'ch 
in den erseagenden Linien HC und KC. Also sind HC und KC auf DC 
senkrecht (40.)- Deshalb aber sind nun wieder, vermögt C^Oi "H* 
andern geraden Linien, die durch (7 und durch die verschiedenen Puncto der 
geraden Linie HK gehen Ifönnen, auf DC senkrecht. Es giebl keine gerade 
Linie durch UK und C, die nicht auf DC senkrecht wäre. Die Ebene UCK 
fällt also ebenfalls, in ihrer ganzen Ausdehnung, in die Perpendkular^Fldche 
durch AC und BC, deren Axe dnrch C geht. 

Es giobt aber, zufolge (48.) nur e»n« Perpendicular- Fidehe durch 
AC nnd BC, deren Axe durch C geht. Also fallen die beiden Ebenen ACB 

6* 
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und HCK nothweDdig ia einander, ond folgjidi liegt die, gaDz in der Ebene. 
BCK sich befiodeiide Linie HK, anch gann in der Ebene ACB, 

dO. LäktMt*. Duroh xwei sieb acbneidende gerade Linien kann iMf* 
«dfie Ebene gelegt werden. 

BeweU, Es sei s. B. AG (Fig. 22.) die keilmmsnis Linie einer dnrcb 
die beiden gegebenen sieb scbneidenden Unien AC nnd GC gelegten Ebene, 
und die Linie DC, deren es mrr «tfie glebt (47.)) anf AC und GC mgleicb 
senkrecht: so stehen, nach (40.), olfe eraeugeDden Linien der Ebwe aof DC 
senkredit, and folglich ffillt^die Ebene ACG gana in die Perpendioolar-Fldche 
durch AC und GC. 

Es sei LK eine aweile hnßmmeiuU Linie einer zweilen durch AC 
ond O'C gelegten Ebene: so stehen wiederum, nach (40.) i auch alie erzeu- 
genden Linien dieser zweiten Ebene auf der nemlichen Geraden DC senk- 
recht. Auch die /weite Ebene LCK, durcb AC uttd GC, fdUt also gans in 
die Perpendicular-Fifiche durch AC und GC. 

Es ^iebl aber nur eine Pcrpcndicubir-Flriche AC auf GC (4H,): 
also fallen die beiden Ebenen ACG tuh! hCK 2;rtiiz in einander, und es 
kann folglich 'durch AC und GC nur eine Ebeuo gelegt werden. 

51. Lt^knaiz. Die Ebene durch zwei sich schneidende gerade Li- 
nien, deren es nur eine giebt (50.)^ fällt ganz in die Perpendicular- Fliehe 
durch die netniicben Linien, deren es ebenfalls nur eine giebt (48.). 

BewMt. Alle erseogendcn Linien der Ebene stehen zufolge (40.) 
auf der Geraden im Räume senkrecht, die auf den beiden sich schneidenden 
Linien zugleich perpendiculair ist, und die immer Statt findet (42.), deren es 
aber nur eine giebt C^^ )- ■'^'^o liefen sie alle in der Perpendicular- Fläche 
durch die sich schneidenden Linien, und folglich liegt die Ebene ganz in ihr. 

52. LeArsat«. Eine gerade Linie durch awei Pnn<äe einer Perpt»^ 
<ificaf/ar> Fläche liegt ganz in derselben. 

Beweis. Es seien A und B (Fig. 18.) zwei Puncle der Perpendicular- 

Fläche, deren Mitlclpunct C und deren Axe DC ist. Gesetzt nun, irgend 
ein Punct i*' der j*eniden Linie AB läge nicht in der Perpendicular - FlAche. 
so würde FC nicht auf DC senkrecht sein, das heifst, mit DCE nicht gleiche 
Nebenwinkel FCD FCE machen (44.). Es macht aber die durch Alf 
und durch C gehende gerade Linie tC mit DCE gleiche ÜVebenwinkel 
FCD=tC£ (40.). Also liegt F, und da das Gleiche von jedem andern 
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Pfiiicle d«r Linie AB gib, dlMe Linie aellMt, ie ihrer genten Ansdeluuuig 
DOthweiidig in der Perpendienlnr-PJflcbe. 

58. LdIrMfe. Die Perpendicnlar- Fliehe durch nwei sieh siAnei- 
dende gerade Linien, deren es nur eine giebl (-tö.)» AnnA eile die ge- 
raden Linien, durch welebe die Ebene geht, deren nur eine dnrdi die nem- 
lieben ^ch ichneidenden Linien gelegt werden kenn C^Ol). 

Jfeupde. lede. gerade Linie dnreh iwei beliebige Puncte der Ebene 
liegt ganz in ibr (49.). Also gebt jede gerade Linie in der Ebene auch 
dnrcb die beiden sich schneidenden Linien, die die Ebene bestimmen. Diese 
aber liegen zugleich in der FerpendicuIar-FlSche. Also verbindet die Linie 
nngleieh zwei Puncle der Perpendicolar - Fläche. Deshalb liegt sie gans in 
dieser (52.). Also geht die Perpendicular-FlAche durch jede gerade Linie, 
durch welche die Ebene geht. 

54. Lehrsalz. Wenn eine gerade Linie Cif oder CG (F\g. 18.) auf 
der ncmlicben Geraden im Uniinie CD senkrecht steht, die auf zwei andern 
irernrlen Linien AC und UC zugleich perpendiculair ist, so liegt sie mit diesen 
beiden Linien in einer und derselben Ebene. 

Beweis. Da nach der Voraussetzung AC, FC, BC, GC zugleich auf 
DC senkrecht sind, so Vween sie in der Perpendiciiiur - lUuc/ie auf die Ax(? 
DC durch C, licrca aar eine gieht (45.). Diese Flüche aber lallt mit 
der Ebene durch AC und BC, deren es uur eine giebt (50.), zusammen (53,). 
Also liegen FC und GC mit AC und BC in einer und derselben Ebene. 

55. Le/Ireoto. Wenn der hetiimmaid^ Panel einer Ebene, nebst 
nwei Panelen ihrer be$ätitmend€n Linie, in einer anderh Ebene liegen, so 
fslleu die beiden Ebenen ganz in einander. 

Bemria, Da voransgesetxl wird, dafs s. B. der AM/Smnetulf PuncI 
C (Fig. 33.), nebst awei Puneten B und D der MEmmeiidim Linie BD der 
Ebene BCD, in der Ebene FAE liegen, so mflssen noihwendig die drei 
Puncle B, C und D, die nicht in eine und dieselbe gerade Linie fallen kennen, 
in 4rmßMdM Linien AE, AG und AP der Ebene FAS sieh befinden. 
Demi ffellt ab«r «nichst die huHmmtndt Linie BD der Ebene BCD gmuz 
in die Ebene FAB (49.). Und deshalb bennden sieb weiter zw» Puncle 
jeder erzeugenden Linie BC, HC, KC, DC etc., nemlich die Puncte B and 
C, L und C, M und C, D und C u. s. w. in der Ebene FAE. Also liegen 
auch sflmmtlicbe erzeugende Linien der Ebene BCD ganz in der Ebene FAM 
(49.), und folgiicb fallen die beiden Ebenen gana in einander. 
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56. Lehrsatz. Jeder Fund einer Ebene kann der AliUelpanct einer. . 
und mir einer Perpendicular-FlAcbe sein, in welche dann die Ebene in 
ihrer ganzen Ausdcbnang Tällt. 

Beweis. Es sei in der Ehpiif^ h \fl (Fi|j. 23,), deren histuntnender 
Poncl A und deren öesthnwemie Linie I^jF ist, C ein beliebiger Pimct, 
welcher der Mittelpnnct einer PerpendiciilarnAche sein soll: so wird voraus- 
gesclzl. dnfs C in irgend einer erzeuqpnden Linie AC der Ebene liegt: in 
einer Linie also, die die bestiinmendf Linie EF schneidet; etwa in G. 

Nun sei irgend ein anderer Piinct der hestimuienden Linie der 
Eiiene FAK, nnd FC und AGC seien Äsvei Slrahien der Perpendicnlar- 
Eln ne durch C. Alsdann hnt die hestimmende Linie der Ebene FAK zwei 
Puncte F und G niil der Perpendirnlar-FIScho durch FC und GC gemein. 
Dcsha!!> liegt sie ganz, und also jeder ihrer Puncle in ilir (öl.). Also hal 
nunmehr ferner jede erzevgende \ämg der Ehiiuc FAF, a.D. AF, AQ efc, 
zwei Puncte mit der Perpendicolar- Fläche gemein, nemlich die Punctc A 
und E, Ä und Q u. a. w. Abo Hegen «He mvmiffmtdmt Liiiim der Eigene 
gßaz in der Perpendicalar- Fliehe durch £X! nnd GC, und folglich liegt in 
derselben die Ebene selbst, in ihrer gansen Aosdebnung. 

Ehen so wird, wenn man stall F irgend einen andern Punct der be- 
stimmenden Linie der Ebene, 2. B. den Punct F annimmt, bewiesen, dafs 
die Ebene gans in der Perpendlonlar<-FlAobe dnrch FC und OC liegt. 

Nun giebl es aber nur eine gerade Linie im Hanme. die nnf FC und 
GC zugleich seukrechl ist (47.), also nur eine Axo der Pcrpendicular- 
Flache darch FC und GC, Diese Axe, da sie auf den beiden erzeugenden 
Linien EX! GC einer Ebene durch MF mA C senkreobl steht, ist aber 
anoh nnf jeder imdem enengenden Linie dieser Ebene, n. B* auf FC senli- 
recbt (40.). Also Ist sie auch anf GC und FC nugleich senkrecht, nnd 
folglieh die Axe der Perpendicntar-Ftfiche durch GC uud FC, deren es 
wiederum nur eine gtebt. 

Die beiden Perpendicular'-Ftsdiett dnrch EC und GC, und durch FC 
und GC, so wie jede andere, in welche die Ebene BAF fallen kann, haben 
also eine gemdnscha^Hcke Axe; sugleich gehen alle durch den Punct C 
dieser Axe. 

Es giebt aber durch einen nnd denselben Pnnet «iner Axe nur 
Perpendicnlar-FIftdie auf diese Axe (45.). Also giebt es immer «Ine Per- 
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petidicuhir- Fläche für jeden Funcl einer Ebene, in welche die Ebene ganz 
fallt, aber nur eint». 

57. Lehrsatz. Jede gerade Linie, so lang sie auch soin nag, kann, 
unter einem besliinmten Winkel gegen eine andere, die sich in einer gege~ 
benen Ebene befindet, in diese Ebene gelegt werden. 

ßfitreis. Der Pimcf der Ebene, in welcher sirli die beiden fioraden 
Linien scliiieiden sollen, werrle t\\s der Mifteipnnct derjenig^en Perpendiciilar- 
Fläclie hotraclileJ, in welche diu r^bene füllt; was immer aiigehl (5Ü.). Als- 
dann ist die gegebene Linie einer der Strahlen der I'erpendicular- Fläche; 
die in die Ebene zu lehrende «weife Linie aber wird ein anderer und der- 
jenige Strahl der Perpendicul.ir-Fliiche sein, der mit dem erslcii den bestimmten 
Winkel macht. Und da nun die Länge der Strahlen unbegrenzt ist, so kann 
die in die Ebene zu legende Linie so lang sein, als maii wif). 

58. Lehrmtz. Jedes Dreieck k.iint in eine besUuimlc Ebene und an 
eine bestimmte Linie in derselben gelegt ucrdeü. 

Beireis. Die b<'bliiunile Seite werde in die gegebene Linie gelegt: 
SO kann eine zweite Seile des Dreiecks, uuler dem bestimmten \\ inkel des- 
selben, an jene Linie, ebenfalls in die Ebene gelegt werden C-'^*-)- Dann 
aber fällt die dritte Seite des Dreiecks, weil sie zwei Puncto der vorigen 
beiden, und fulglich ^wei Funcle der Ebene verbindet, ebenfalls gaiiz io 
dieselbe (19.). 

59. hehrsatz. Durch jedes Dreieck kann eine Ebene gelegt werden, 
in welche die drei Seilen desselben in ihrer ganzen Ausdehnung fallen; aber 
nur eine. 

Bewein. Es sei ABC 21.) das Dreieck, durch svelchcs eine Ebene 
gelegt werden soll, M sei der bes/imtnende Punct und DE die bestimmende 
Linie einer Ebene. Alsdann werde M z, B. io irgend eine Gerade AKj die 
dnreh A md durch irgend dnan Punct K der A gegeoftber liegenden Orei- 
edu-Seito BC geht, gelegt. Ferner werde die. bestimmende Linie der Ebene 
durch die Linie AKSi, etwa in /, gelegt und ugieieb dnrch die Gerade BJU, 
die B nnd Jf Terbindet, etwa in ff. Alsdann «ind AM und BM swei er- 
seng«nde Linien der Ebene HIÜMf AB bat also die beiden Pnncte A und B» 
nnd BC die beiden Punote 0 und K mit der Ebene gemein« Deshalb feilen 
^UB QBd 'BC gann in die Ebene (49.)* ünd da ferner die beiden Puncto 
A nnd C mit der Ebene gemein hat, so fftUt nncb AC gau In dieeelbe. 
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Also geht die Ebene durch alle drei Seiten de? Dreiecks, und es kann fol^icb 
immer eine Ebene durch das Dreieck «jelcjl werden. 

Nun werde eine zweite Ebene P\Q ganz auf die nemlicbe Weise 
durch -das Dreieck gelegt, so hat dieselbe die Puncte C und /? mit der vorigen 
Ebene HMI gemein; folglich liegt die gerade HC, und mithin auch der be- 
stimmende Punct S der zweiten Ebene, noth wendig in der ersten (49); 
desgleichen der Durchschnitlspuncl Q der bestimmenden Linie /'^ der zweiten 
Ebene, iichst der erzeugenden Linie AC. Ferner liegt, da die zweite Ebene 
nunmehr, nächst dem Puncte A, den Punct N mit der ersten Ebene gemein 
bat, aach di« eraeiigende Linie der «weiten Ebene, «od nitUn ihr Durch- 
scIinUl P mit ihrer Bestimmenden, in der ersten Ebene. Folglieh liegen, 
nAcbst dem bestimmenden Pnncte N der swelten Ebene, nwei Pnode P nnd 
O ilirer bestimmenden Linie in der ersten Ebene. Deshtlb nber fallen beide 

m 

Ebenen ganz in einander (550; end da das Nemliebe von Jeder andero 
Ebene gilt, so kann durch ein Dreieck nur mte Ebene gdegt werden. 

60. Lekrnat»,^ Wenn zwei Ebenen drei Puncte, die nicht In gerader 
Linie li^en, mit einander gemein haben, so fiiUeo sie gans in einander. 

BetMU. Durch je zwei von den drei Pnnclen kann nur eine gerade 
Linie gelegt werden (2.), also durch die drei Pnncte nur nm Dreieck. Durch 
jedes Dreieck aber kann nur eine Ebene gelegt werden (59.). Also fallen 
zwei Ebenen, die drei Pnncip remein haben, ganz in einander. 

61. Lehrsatz. Eine Ebene und eine gerade Linie, die sich schneiden, 
können nur einen Punct gemein haben. 

Beweis, iiätten sie auch nur zwei Puncte gemein, so fiele die Linie 
ganz in die Ebene (19.), "nd schnitte sie folglich nicht. 

62. Lehrsatz. Alle Darchschnittspuncte zweier Ebenen liegen notb- 
wendig in gerader Linie. 

Beweis. Läge ein dritter Diirchschniltspuncl nielil in der Geraden 
zwischen belicl)igen zweien, so würden schon die Ebenen ganz in einander 
fallen C()0.) und sich folglich, nicht schneiden. 

03. Lehrsatz. Die' Summe jedes Paares von Nebenwinkeln ist so 
grofs, als die Suninic von «wei Rechten. 

Beweis. Sind die Nebenwinkel ACI) und HCD i^l i^j. 21.) einander 
yleicJif so ist jeder ein rechter (30.), und der Salz ist an sich selbst klar. 
Sind die Nebenwinkel ACE und BCE einander m<^M gleich, so dafs alsq 
EC nicht in die Perpendlculir-PMciie DC auf AB durch C fällt, so wird 
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ia C'M.) bewiaseo, daA der ein« der beiden Winkel, s. B. BCEf nothwendig 
kUmsr, der nndere ACE noihwendig gröfker ist, als ein rechter. Ferner 
wird in (44.) ]»ewies«n, dara €E die gerade Linie DB, die einen Pnnct D 
irgend eine« Perpendikel« DC der Perpeadicnlar-FlAohe mit B rerkindet, 
nothwendig aobneidet, etwa ia Ef desgleichen, dafs die gerade Linie AE 
nothwendig irgend einen, vieileioht einen andern Perpendikel KC der Per- 
pendicular-Flfictie schneidet, etwa in K. Da auf diese Weise die Winkel 
MXiB ond DCB in einer und derselben Ebene liegen, nemlich in derjenigen, 
deren bestimmende Linie DEB and deren bestimmender Pnnct C ist, so ist 
nach (dd.) 

wenn R einen rechten Winkel bezeichnet: also ist, wenn man noch R auf 
beiden Seiten binzothut, 

1. ECB^DCE-\-R 2R. 
Da ferner der Winkel KCE und der rechte Winkel ACK in einer und der- 
selben £bene liegen, nemlich in derjenigen, deren bestimmende Linie AKE 
und deren bestimmender Ponct C ist, so ist nach (25.) KCE'\-ACKsb ACE, 
oder» weil ACK — R,, 

2. KCE-\-R = ACE. 

Nun stelle man sich im Baume die jj^erade Linie vor, die aaf EC und BC 
zugleich senkrecht steht, die immer Statt findet (41.) und deren es^nr eine 
j,Mebt (47.), so steht dieselbe, weil DC mit KC und BC in einer und der- 
selben Ebene liegt, auch nothwendig auf DC senkrecht (40.)* Ferner steht 

sie auf AC senkrecht, weil ACB eine gerade Linie ist, folglich auf AC und 
f^C zngleich, und folglich, weil KC mit AC und EC in einer und derselben 
Ebene liegt, auch auf KC (10 ) Es liegen aber DC ond KC beide in der 
Per|iL II dicnlar- Fläche auf AB durch C: also fallen sie, weil sie in der- 
selben, wie so eben folgte, mit dem Perpendikel auf EC und BC (deren es 
nar einen giebt, einen gleichen, nemlich einen rechten Winkel machen) noth- 
wendig in einander., und daher ist der Winkel KCE dem Winkel DCE gleich. 
Es ist aiäo hier oben in (2.) nunmehr 

3. DCEiR = ACE. 
Setat man Dies oben in (1.), so findet sich 

4. ECB-^ACE ^ 2Bi 

welches der Lehrsatz ist. 

Crelle'B Joaroal f. d. Math. fid. XLV. U«ft U 7 
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64. Ci«Ar««fo. Wam swci Winkel« «iie nsammmi so grofr als ««rd 
Reckle siad, den Sebeild und einfln Sohcnkd gemein lutbaa und io «iner 
md derselben Ebene liegen, so Hegen ihre andeni Sehenkel nothwendig in 
gerader Linie. 

Bewas. Läge der Schenliel eines Winitels, der mit dem Winliel 
ACB (Fig. 25.} den andern Scbenliel AC ond den Scheitel C gemein hat, 
mit ibm zusammen so grofs ist als zwei Rechte , ond logleicb mit ihm in 
einer and derselben Ebene lie^, nicht in der geraden Linie BCG, so liege 
er s. B. in CD, oder iti CE. 

üf) vnrfiii^fTP'^ptzt wird, (lafs C/) und CK mit AC und DC in einer 
und dt rsellif n Klw iie Hegen, so steht Cf). oder CK, zufolge (40.) noth- 
wendig auf der Geraden im Haume senkrecht, die auf AC and BC zugleich per- 
pendicuiair ist, die immer Stall üodet (42.') und deren es nur eine giebt (47.). 
Desgleichen steht CG auf dieser nemlicben Geraden senkrecht, weil BCG 
eine gerade Linie sein soll. 

. Da aber auf diese Weise CD und CE au[ der nemlicben Geraden 
senkirecht sind, die auf CA und CG zugleich perpendiculair stebl, su liegen 
sie mit CA and CG in einer und derselben Ebene (54.). Deshalb ist denn 
ACD kleiner und ACE grO&er als ACG (35.). Es ist aber BCA'\-ACG 
»2it (63.); also kann nloht BCA-\-ACB und andi nicht BCa]-ACE 
gleich swei Rechten sein, und daher kann der Schenkel des Winkels, der 
mit ACB sasammeD, in der nemlidien Ebene, so grolä sein soll, als awei 
Rechte, nicht in CD oder CE, soDders nur \a die genuk LmBCG fallen. 

Der Beweis von (63. ond 64.) ist ebenfalls dem Eoklidiseben Bndi 1. 
Sats 14. nachgebildet, aber mit den fflr die gegenwirligen Ansichten notb- 
wendigen VerToIlstAndignngen. 

65. Ltkrtata. Von jedem Winkel giebt es, in sdner Ebene, gleidi 
grofse Hälften. 

Beweis. Ist der Winkel ACB (Fig. 26.) so grob als zwei Redite, 
so Ist die Linie ACB eine Gerade (04.), und für jeden Punct C einer ge- 
raden Linie giebt es eine Gerade CD, die mit AB gttiekä Nebenwinkel 
macht (38.). 

Ist der Winkel ACB kleiner oder gröfser, als zwei Hechte, so werde 
BC ~ AC genommen, und A mit B durch die gerade Linie AB verbunden. 
Diese gerade Linie kann nicht durch C gehen; denn sonst milf^ilc ir^t nd eine 
durch C gehende, mit AC und BC in einer und derselben Ebene liegende 
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l«ffH« LiJifo CD Mit ACB Ne^iwinkal audim, deren dem Winkel ÄCB 
gleidin Snam» swei Redite wire (63.); wns der Yorauwelnng «ntgegeo 
ist. Nu werd« in der von ACB verecliiedenen geraden Linie ADB, AD 
s^BD genoanaen; was immer «ngelit (11.)* Atsdnn sind in den Dreiecken 
ACD und BCD «Ue drei Seiten die neadieben; denn es ist AC =^BC and 
AD^BD, naeh der Voranmelinng, and CD Isl sich selbst ^eidi. Abo 
sind die Dreiecke congraent (32.), ind folglich sind die Winkel ACD und 
BCD, die, weil CD durch AB gebt, in der Ebene des Winkels ACB liegen, 
einander gleich, and folglich gteicb grobe Hftlflen des Winkel ACB, in 
dessen Ebene. 

66. Lehrsatz Wenn in der Ebene eines Winkels ACB (Fig. 27.) 
ein kleinerer Winkel ACÜ liegt, mit seinem Scheitel C and einem Schenkel 
AC in dem Scheitel und dem einen Schenkel des gröfseren, so giebt es immer 

eiAea Winkel ACIC, der noch kleiner isl, als der kleinere Winkel ACD. 

Beweis. Durrh forlgesetzle Hnlbirunfr f^cs (^röfsrren Winkeln ACB, 
die nach (65.) immer Skiit findet, kommt man aut einen Winkel, der kleiner 
iät als jeder beliebige Winkel, folglich auch kleiner als der Winkei ACD, 

, §. XI. 

Dieses wären die nolhweodigslen Sälae aus der Theorie der Ebene, so, 
wie sich diesellie yach meinem unmaafsgeblichen Ernieisen, auf die üruudsälze 
(25., 35. und 36.), die ?chon von den Geomelern (entweder slillschweigeud 
oder aosdräcklicb ) zugegeben werden, wie es scheint, folgerecht errichten 
lifst Es werden sich daran ohne Schwierigkeiten die ferner nöthigen SAtse 
anfflgeo lassen. 

In den bisherigen Sdtaen ist nirgend der Begriff der PortOltUm vor- 
gekommen. Ss mnfb daher noch das Noihweadigsle davon binangefllgt werden; 
and. zwar werde ich kUrslich diejenige Theorie der Parallelen geben, die den 
Bogriff von fVimket- and ParaiMrOmmmt v6raossetst, and die ich fOr die 
beste halte: angeOlbr in der Gestalt, wie ich sie In dem Joaraale der Ha- 
Ikomatik Band 21. Heft 3. S. 19S aafgestellt habe; aber den hiesigen SAIneai 
von der Ebene geinirs eingerichtet nnd vervaltstftndigL 

67. Lekrwatt, Wenn nwei gerade Union JI^P nnd ^CQ (Fig. 13.) 
in einer and derselben Ebene liegen und mit einer dritten ACH, die sio 
schneiden, an fihnlicbeu Seitea gMdks Winkel BiAH^NCM mackeB, so 
bofagson sie sich nirgend. 
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Beireis. Gesetzt, es sei anders and sie begegnelen sich iieLiuJwo, 
80 geschehe es in B. Die gerade Linie BCD, da sie die beiden 1' iicU // 
und C mit der Ebene gemein hat, in welcher noch der Voraussetzung MP 
und iVf liegen, wird ganz in ihr sich befinden. Es sei E der von A and C 
gleich weil entfernte Puncl, der zufol^o fll.) nolhwendig existirl. DKF sei 
eine gerade Linie, KF ^ BE und F mit C durch dip gerade Linie CV 
verbunden: so wird BF, weil es mit der Ebene durch M.P und NQ die 
beiden Puncte B und B g^emmo bat, ganz in ihr liegen; desgleichen CF, 
weil es deo Fvnct C nod den Pnnet F der Linie BF mit der Eliene gemein 
bnl. Da in den Dreieolten AEB nod CEF swei Seiten und der einge- 
schlosBene Winliel die nemtidien sind, nemlich J£sJEC> BE^EF, nelMt 
den Sdieildwinl^eln bei so sind die Dreiecke eongment (19.)« und folgiieh 
ist der Winkel ECF dem Winkel MAB gleicb. Es iel aber der dem Winkel 
MAB der Voransselznng nach gleiche Winkel NCB seinem Scheitelwinkel 
ECQ gleich; also MÄH^ECQ, Beide Linien CF und CQ Kegeo aber 
in einer nad derselben Ebene; also IllUt CF, weil sie mit CE denselben 
Winkel macht wie CQ, noihwendig mit CQ lusammen. 

Schnitte demnach CQ die MP io B, so mQfste BCF eine gerade Linie 
sein. Es liegt aber C nicht in der geraden Linie ^^i'^' denn läge es in 
derselben, so lägen FC und AEC darin, folglich avch BA and BC, and 
BA iSge in BC, mitbin fielen Ti \ und CF zusammen, welches der Voraos- 
setzung entgegen ist. Es kann daher keine gerade Linie sein, weil es 
sonst deren zwei, von einander verschiedene gfibe, die eine durch E, die 
andere durch den Punct C , der nicht in DEF liegt. Es kann folglich auch 
CQ die MP nicht in B schneiden, und eben so wcn?fj in irgend einem 
andern Puncte; auch, eben so, nicht MP die i^Q irf^cnduo. 

Dieser Beweis ist dem Euldidiscben des nemlichen Lehrsatzes nachge- 
bildet, aber nach den gegenwärtigen Ansichten vervollständigt. 

68. Lehrsatz. Zwei gerade Linien \iy\A BD (Fig. 28.). die von 
einer dritten CX^iV so geschnitten werden, dafs die beiden innern. an einerlei 
Seite der letztern liegenden Winkel ACD und lilJC zusammen kleiner als 
swei Rechte sind, trelleu, genugsam verlängert, an eben der Seite zusammen. 

Beweh. Es wird voransgesetst, dafs AC und BD in einer und der- 
aelben Ebene liegen. In dieser Ebene befindet sich dorn anch die Gerade 
CDN, weil sie nwei Pnncle C und D mit der Eb«fte gemein hat 

Da BDC^BDN=2R ist (63.) > »nd nach der Voraussetning 
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BDC-\^ACD<.2R sein mII, so it\ACD<.BDK Es w\FCK=BD% 
■nd ¥V liege in der nemfidien Ebene wie alle flbrigen Linien: eo bt nollir' 
wendig FCN>ACNi nnd swer vm den Winltel FCA. 

Welclies nitn andi der Winkel FCA sein nag, so kann immer darok 
fortgeeetate Halbirung des Winkels FCN ein Winkel FCE angegeben werden^ 
der kleiner isl als FCA (66.)> Also ist FCN = n.FCE, wo n eine 
MdUdke Zahl beteiehnet 

So viele Winkelräume, jeder gleich FCE, als die Zahl n Einheilen 
bat. nn einander gelegt, fallen also den ganzen ^Yinkel^aum FCN, das Iieifst, 
den Tbeil der Ebene aas, den die Linien hXJ und CA Im o-renzen. Und 
da FCA > FCEy so fallen n Wiakelräume, jeder gleich FVA, an einabder 
gelegt, dnen WinkeJraom ans, der gr^fner ist als FCN. 

Nun sei DG =Gl=lL etc. = CD und CL = n.CD. Ferner seien 
GH, 1K, LM etc.. sämmtlich in der Ebene der übrigen Linien liegend, mit Iii) 
und FC parallel. Abdann sind alle die ParallelDiumo FCDB, UÜGIl, IIGIK 
etc., dös heif?f. diejenigen Theilo der Ebene, die von den Linien J^6\ C1K DB, 
von den Linien liü, DG und GU elc. l>egrenzl werden, conyruent , und 
folglich auch gleich grofs. Also isl der Piirailelraum FChM^n.FCDB. 

Der Parailelraum FCLM isl aber kleiner, als der Winkelraum FCN; 
denn er liifst von demselben nocb den Winkelraum MJjN übri|j^. Also ist er 
um so mehr kleiner als der Winkelraum n.FCA, der gröfser war als FCN. 

Es isl also n.FCDB<: n.FCA. folglich auch FCDB <: FCA. 
Daher kann der Winkelranm FCA nicbl io dem ParaHeiranme FCDB eni- 
halten sdn, nnd daher aiafs AC die BD nothwendig irgendwo schneiden. 

69. Anmtrkmig, Die gerade Linie PO i^ig- l^Oi darok den bestim- 
menden Pnnct A einer Ebene gehend, begegnet, wenn sie mit irgend einer 
eneagenden Linie derselben, z. B. mit AE, gleiche Winkel BE«^ = PAt, macht, 
der bestimmenden Linie BC der Ebene nirgend (67.). Sie ist die «mst^, 
weldie diese Eigenschalt bat; denn Jede andere gerade Linie MN, durch A, 
' die mit AE nngleicke Winkel macht, begegnet der bestimmenden Linie BC 
nothwendig (68.). Die Lage der Linie PQ, und die Lage dieser allein, wird 
nbo dorcb die bestimmende Linie der Ebene mekt gegebM. Sie wh^ aber 
dadnreh bestimmt, dafs sie auf deijenlgen Geraden im Räume senkrechl sieht, 
die anf beliebigen zwei erzeugenden Linien der Ebene zugleich pcrpendiculair 
isl; oder auch dadurch, rinf- sie durch irgend eine Gerade in der Ebene gebt, 
die nicht mit BC parallel liaft. 
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% XIL 

Die beiden Sfttoe (67. und 68.) «nthahen bekenndidi die Tbeori« 
der Parallelen, und der mite Seto (68.) ist wOrtBek das eüfle BaUidiaelie 
Axiom. Gefen den beigefttgten Bewela desselben libi sieb niebU weiter dn- 
wenden, als dafs in den»elben Fignren tu Hflife genommen werden, die 

nicht ffOMf um»cfilo8sen sind. Dies bringt die Schwierigkeit mit sich, dars, 
nacbdem von dem Winkelraame FCX (Fig. 28.) der Paralielraom FCLM. 
weggenonmen worden, noch ein Winkolraam ML^ obrig bleibt, der dem 
Wtniielranme JHCiV gleich Ist, so dafis also scheinbar Versckiedenet glack 
sein soll, was ein Widerspruch zn sein scheint. Die Schwierigkeit entsteht 
daraus, dafs ungleichartige Gröfsen, nemlich Winkel- und Parallelraume, mit 
einander verr^lichen werden. Allein, dafs der Winkel tX\i nicht in dem 
Parallelraume b'Cült enthalten sein kann, ist auf dieselbe Art gewifs. sis dafs 
ein Körper nicht in einer Linie, eine Linie nicht in einem Puncle Hniini findet. 
Und da nun die Congruenz der verglichenen Figuren bei dem Beweise eben 
so sfreng Statt findet, wie bei jedem andern Beweise von Selzen über ge- 
schlossene Figuren, so scheint mir der beigefügte Beweis befriedigend zu sein. 
Berlin, 1834. 
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3. 

Über die Tafel primitiver Wurzeln. 

(Vom Herrn Dr. KuUk, Professor der Math, an der Iniversilät zu Prag)*). 

(Fortoettujic der im IX. Bande diesei JoarnaU Tora Heraasgeber entworfenen Tafel dieser 

WvfselB fSr di* PfÜMahl«n S bis 101.) 



Ich habe schon vor mehreren lehren bei Gelegenheit der Fortsetsnng 
der Ton Herrn Geheimen Hofrslh Gai^ in seinen BUqmMau» «rUkme&cm 
bekennt gemeehten Tafel periodischer De^melbrftche, eine Tafel primitlTor 
Wurneln fftr alle Primmdilen und ihre Potensen unter 1000 berechnet, nnd war 
daher nieht wenig erfreut, an lesen, dafs eine solche Arbeit nach den SdilufiH 
Worten des Heransgehera dieses Jonmals im Bande IX. S. 35- einer Beitannt- 
machnng In dieser schftlibaren Zeilsehrift nicht unwerlb wOrdo befanden werden. 



Tafel I. 

KMeite primitive Wiirael Air die Prinuablen lOS Ms 1009. 
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*) Der Abdradt dieser Tafeln ist durch Zufall mehrere Jibie Tefspilel worden, 
weshalb der Heraufeber sehr na fieischoldigaiig hilfst. * 



i 



Digitized by Google 



56 



S. iLulik, Tofel primitiver Wwztbt, 



Es ist für die Theorie der Primzahlen wichHg, eine Tafel sfininitlicher 
Polenzenreste für die kleinste primilive Wurzel als Grundzolil zu haben. 
Manche Wahrheiten, die sich bei aofinerksamer Belrachtung einer solchen Tafel 
von selbst aufdringen, ktanten der Tbeori« ab eben so ^iele Lebrsfitze zum 
Beweisen vorgefllbrl werden. Überdies isl die AUeilnng der secandiren Wur- 
sein ans einer solchen Tefet so einfiMsh, dalli man In den mdsten vorkom- 
menden Pillen damit aasreichen dOrfte. 

In der fnl^M iidcn Tafel II. sieht zuerst die Primzahl. Hieruul folgen 
Ihre süuuullicheii priuiitiven Wurzeln , unter denen diejeni<,''en mit einem Puncle 
bezeichnet sind, welche der Rediuijuns^ Genüge leisten iL'auöS Disq. iirithm. 
arl. 72) , dala wenn sie zur Grundzahl zugenommen werden, der Index der 
Zahl 10 den kleinsten Werth erhAlt. Die letzte Spalte enthält die Pulenzen- 
resle für die kleinste primitive Wurzel als Grundzahl, in der Ordnung wie 
sie auf einander folgen. Die erste Hilfte derselben Ist von der iweiten dnrcb 
einen Doppelpunct geschieden, um die Controle der Si^reib- oder Druck- 
fehler so erleichtern, da die gleichvielten Zahlen beider DAlflen bekannilich 
die Primaahl nur Summe haben. ' Z. B. In der Primsahl 103 sind die An- 
fangsiablen beider HAlften 5 und 98, deren Summe 103 ist; eben so geben 
die folgeliden Zahlen 35 und 78, 22 und 81, 7 nnd 96 dieselbe Summe. 
Allgemein bei der Primsahl 2p wird der iile nnd der {n-\-p)ß» Rest die 
Summe 3/r-f-l geben. 

Tafel U. 

Priaiilive Wurtela und Potenzenraste für die Prinsahtea 103 bis 1009. 
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4. 

Über die geometrische Bedeutung der iiuearen 
Bedingongsgleichung Kwisehen den CoefBcienten 
einer Gleichung zweiten Grades. 

(Vom Herrn O. Bnae, Prof. an der UniTeniMt xn Kdnigsberg in Pr.) 



1. 

Wenn II B 0 eine liaeln» Gleichnng ist, mit einer Verfabein, fllr 
weldie das geometrische Bild belunntlicii ein Punet anf einer gegebenen ge- 
rn^ Unie fet« so wird dieser Pnnct sn einem gani beelminilea Pnnct, wenn 
zwischen den noch onbestlmml angenommenen CofifDcienten der Gleiehnng u=0 
eine lineflre homogene Bedingnngsgleichuttg Statt findet. Enthsll die lineäre 
Gleichung tf 0 zwei Variabein, so woifs man, dafs alle dnreh sie dargestellte 
gerade Linien durch einen und denselben Punet gehen ^ wenn xwlsdien den 
Cogfficienten in der Gleichung u = 0 eine linefire homogene Bedlngungs- 
^leichung Statt findet. Eben so gehen alle Ebenen durch einen und denselben 
Punet, wenn die CodffictcnteQ in der Gleichung der Ebene einer homogenen 
Bediogungsgleicbaog genügen. 

Wenn u = 0 die Gleiehnng^ einer Curve oder OberflAche zweiten Grades 
bedeutet, and man setzt in derselben fflr die variabein Coordinaten die Coor- 
dinaten eines bestlmmlen Puncls, so erhält man eine lineare Bedfngungsgleichung 

zwischen den Coefficienteu der Gleichung m = 0, w«'lrbe rui'-ffrßckt , dafs alle 
Curvcn oder Oberflächen « — 0. welche der genrnmlcu Hedingungsgloichung 
genügen, durch einen iiml (lenselben I'uiicl liindurchgeben. Diese Bedinjrnrt2:s- 
gleichung ist aber nicht allgemein , well die Cocffioienten in ihr nicht von ein- 
ander anabhäfiizi^r sind. Ich werde in Folgendem die geometrische Bedeuhmg 
einer allgemeitu tk linearen ßedingangsgleicbnog zwischen den Coelticienlen einer 
GieicbuDg zweiten Grades entwickeln. 

Eine quadratische Gleichung mit einer Unbekannten: 

II = ae^-\-mx-\-n = 0, 

deren Warsein a, 6 sein sollen, stelil anf einer gegebenen geraden Linie 
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4. < Mette, Mer Giekkmigen ameUen Gruäet. 88 

svrei Pancte 6 mit den Absei« en a, b dar. Soll dieses Paocteopaar mit 
einen mdern« anf glelclie Wdse beaeichnelei Pmurtenpaare a, ß denelbeB 
gerade! Unie katmen^eh sein, so mnfe der Gleichung 

ab ~ ^ {a -{ b)[n^ ß)-\ cf-ii ^ () 

genügt werden i oder, wenn man für a-f 6 und ub ibre Werlbe seUt, der 
Gleichung 

Diese Gleichung ist nun eine aUgemeine lineäre zwischen den Coöfficienlen 
der Gleirhunc^ ti = 0, wenn man a und ß unheslimmt \AÜL Daraus ergiebt 
sich folgender Satz: 

,^He Gleichungen zweiten Grades mit einer Variabein, deren Coeffi- 

„cienfen einer gegebenen linearen Be dingung sgleic hu ng genügen, sind 
,,die firuili/lhrhm Ausdrucke ron Punclenpaaren auf einer und der- 
„neiben geraden Linie, weiche mit einem g«gebe$ten Funcienpagre 
„harmonijfch sind'' 

Jede drei solcher Functenpaare bilden also eine involulion von 6 Poncten. 

8. 

Um die geometrische Bedeutung einer linedren Bedingungsgleichong 
awisdieo den Cofiffidenten der Gleiehnog einer Corvo oder OberiBcho nweilar 
.CMniing lu ermitteln, werde ich mich eines analytischan Salles hedieaeB, des- 
sen Beweis ich voranschicke. 

Es sei V eine beliebige homogene FuocUon zweiten Grades der n Ya- 
nabeln Xi, Xj, ... x,, und dann seien r^, t?}, ... die ersten und Vut r^, ... 
die sweiten partiellen Differentiahinotienten dieser Fnoctioa, nach dan Variabab 
genommeii. Unter dieser Voraussetzung ist behanntiidi 

Würaus ein ganzes System von ii Gleichungen hervorgeht, wenn mait für k 
die Zahlen 1,2,... u setzt. Durch Auflösung dieses Systems lioeärer 
Gleichungen nach den Yariabeln erhält man GleicliuDgeo von der form 

in denen behannllich Fus=Fa ist, weil ist, uid ^ die IhUmi- 

nmUe bedeatat, gebildet aus den n' aweiten partlellen DifferenÜaIi|notieBleii 

11* 
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84 4. Heite, über GUiekungeu zweiten Grade*, 

Yon V. Zwbfiben den GoCflicientoii ia den beiden logegebenen Systemeo bei 
man die Releüe'nen 

0 «= va l^ia+»« »^«+ • • • '»•1 V'd* 

welcbe sich wie folgt wiedergeben lassee: 

Der Awdntek viXi versekwiniei , v>eun mtm m twur Ent- 
uikkdvng Fu, Fjsi • • • F«, . • . stall der Prodnete 
Mfof; lnl<^ ^ Au$im^ v^x^ nkumt dm Werth J m. 

Wenn nnn w eine amtoe bomogene Fnclien swsiler Ordmn^ vim 
denselben Variabdn jr^, «2, ... ist ond 10^, ... le. die ersten per- 
Heilen DilferentialquotiMilen dieser Fanetion sind, so ergiebt sieb au der eben 
gemacbten Benerlcung folgender Sets: 

,Jhr Amdm^ wx — ^ < eereektMtet, wenn man in der Ent" 
fjmiekeluni^ deteeih» Fu, F», ... F», ... eUdt der Produete «iOTi, 
w^i^<9 • • • *t*i^ * » ' eebsV* 

8. 

Wenn n =: 3 und ^ die Coordinateo eines variabein Puncts be- 
deuten, so sind 

die Gieicbongen m Irgend nwei Kegelscboitten und 

isjt die Gleiebnng jedes beliebigen Kegelsohnitts, der dnrcb die 4 Scbnittpnnete 
der beiden ersteren hindnrdigiAt Da nnn dnreb 4 Pnnde drw ▼erscbie- 
dene Linienpaare gelegt werden können, so werden sidi drai Weribe ▼on X 
angeben lassen, fttr welche der Aosdmck v-\-lw in zwei lineäre Factoren 
lerfillll. In der Voraassetzong, dafs :r,, x^, «3 die Wertbe der Variabein 
bedeaten, fir welche jeder der beiden Factoren ▼eracbwindet, oder, mit ander 

ren Worten ^ wenn — . — die Ceordlnalen der Schnilt|inncte des den beiden 

Facioreu eubprechendeo Linienpnnres siad, Lal man liie Gletcbangen: 

p, f XU?, = ü, 

r,-f ^M'j = 0, 
rj + iir, = 0; 



I 
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an wddini fieb durch Bllminatioii der Variabds eine GMdiiing drtUea Grades 
in X ergid»!, ideren Wanela V, V*, l"* die oben beseiebneten Werlbe Ton 1. in 
dvm Anadmebe v-\'lw sind, für wetcbe derselbe in Uneflre Pacloren terftlll; 
Beseicbnet man die Coordinaten de« Sebnitlpuncls 1 des ersten dem Wertbe l' 

entsprechenden Linienpaares durch -f, die Coordinaten des Schnitipmiets 3 

X , X , 

x" r" 

des sweiten dem Werlbe l" entsprechenden Linienpaares dnrcb — H ^^c.; 

femer dnrcb die Ansdrfleke, in welche v«, wi flbei^bmi, wenn man 

«i, ele. statt a?i, «i, ^r» seist, so hat man folgende drei Systeme von 
Gieichongen: 

pj+ix^o, 'er+r»r-=o, ef+r'wr^O, 
r; = o, fr«»;' ^ o, iC+rurr = o, 
e5-|-A'wi«0, + rieS* == 0, uT+A'"»;" = 0. 

Ans diesen Oleiebnagen ergeben sich leicht folgende beiden Systeme 
Yon Gleiehnngen: 

Denn mulUplicirt man das dritte System mit x'l^ Vj, und addirt die Pro> 
dncte, so erhäll man 

Eben so evhnH man aus dem sweiten Systeme, wenn man mil Xi\ Xj', jc^' 
muitiplicirl und addirt: 

Zieht man die eine von diesen Gleichungen von der anderen ab nad bemerkt, 
dafs identisch «'^-x^'r^-f x;'»;" = x;"p;' fx^t^r + ^r^ und eben so 
x>;"Xx>;" = x'^'w'.'^x^l'w'^-^-x'^l'w':: »st, so erbSU man die 
ersten Gleichungen aus den beiden zuletzt angegebenen Systemen. Diese bei- 
den GleichunL'pn drücken aas, dnfs die Puncto 2 und 3 harmonnrhe Pole 
des Kegeiscbnilts o = 0 und des Kegelschnitts u> = 0 sirul. Die Iieideii Systeme 
Gleichungen sagen demnach aus^ dafs je zwei von d( ti drei Funden 1, ^, 3 
harmomache Poie siiid; sowohl inRflclisicbt anf den Kegdscbnilt 0 = 0, wie 
in Rücksicht auf den Kegelschnitt 10 = 0. 
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Wann J« iwei von dral PuMtMi kmrmonhehe PoU g g g i b » n 

Kegelschnitts sind, sü nennt man die drei Puncte ein S^fslem Aarmomitckmr 
PoU des gegebenen KegolsohniUs. Die obige Untersuchung lehrt also, dtb 
sich, wenn zwei Kegelschnitte gegeben sind , immer drei Puncte finden lassen, 
welche ein System harmonischer Pole bilden; sowohl für den einen wie für 
den andern Kegelschnitt. Und man erhält diese drei Puncte als die Schnitt- 
puncte (j»>r drei Liuienpaare, welche durch die 4 Schnittpuocte der beiden 
gegebenen Kegelschnitte hindurchgehen. 

Wenn man den KegelscbDitt p — 0 als gegeben betrachtet, und lädst 
den Kegelschnitt w — O variiren , so erhält man auf die angegebene Art eile 
möglichen Systeme harmonischer Pole des gegebenen Kegelschnitts. 

4. 

In dem ersten Systeme ?on Gleichiingeii, von welchem wir ansgingeo, 
bedentele l dne Wurzel der cobischen Gleichvng ood Vi« Vt^ . Vi« <0} waren 
lineSre Fnnclioiien der Coordinaten eines der drei Pnncte 1, 2, 3. Eliroi- 
nirt man nun 1 ans je zwei von diesen drei Gleichnngen, so erhAlt man fol- 
gende Gleicbnngen dreier Kegelschnitte: 

welche dnreh die drei Fnacte 1« 2, 3 hindnrcbgehen. Es steUt abo die 
Gleidiung 

iüil den willl%urlichen Constanten ^i, jeden beliebigen Kegelschnitt dar, 

welcher durch die Pancte 1, 2, 3 hindurchgeht. Dieselbe Gleichung wird 
aber alle nioglicliea Kegelschnille darstellen, welche durch irgend ein Syslera 
harmonischer Polo des Kegelschnitts v ~ 0 hindurchgehen, wenn oiau nicht 
allein bi, sondern anch die Coefficienlen in der Function w variiren 

liüit Der Ansdmck «r bat nun nach dem in (§. 2.) bewiesenen Salsa die 
Eigenschaft, zn verschwinden, wenn man in ihm r,t, 1^ statt «iXi, x^Xt^ ... 
setit. Wenn also 

U = 0iiXiXt-\ a!2-r:Xi-^ Uu'ii-iii 2a2iXiXi-\-2a,iJr:iZ',-\-2auJ'iXi = 0 

die Gleichung eines K* <,(Iscbnitts ist, der durch irgend ein System harnioni- 
scber Pole des Kegeischutltd t; = 0 hindurchgeht, so findet immer die Be- 
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li inguagsgleiohang 

Stall. Sie ist eine allgemeine lineäre Bediagangsgleicliung zwischen den 
Coefficienlen in der Gleichung eines Kegelschnitts ir = 0. Es lAfsl sich 
also sagen: 

u Wenn zwischen den Coifßcienten der Gleic&unjf ^net Kegelschnitia 
„eine Hneär§ Be^ngvngegleichung Statt findet, $o geht der Kege- 
lschnitt immer dwrck ein Sgstem harmonischer Pole eines andern 
udmrch die Be^ngtmg^leiekui^ be§timmim KeigeUeknUU Aan^rcA." 

Es bitibl noch flbrig, ansageben, wie dnreh die laelre BedingnigS'' 
gleidiang die Gleichung v — 0 des Kenrelschntlls za bestimmen sei, der ein 
System harmonischer Pole hat, durch welche der Kegelschnitt tf sss 0 hindorch*- 
gebt. Man sieht leicht, wenn man in der Bedingungsgleichung ar,x,, Xj^r,, 
x^Ti^ ... statt a^^. tf») •■• setzt, dafs diese Gleichung in die Gleichung 
mnes Kegelschnitts Oherg^ehl^ dessen rcciproke Polare (in RAcfcsicht anf 

v = 0 zur Gleichung hat. 

Als eine unmittelbare Folge aus dem Satze, dafs sich durch zwei 
Systeme harmonischer Pole eines gegebenen Kegelschnitts wieder ein Kegel» 
schnitt hindurchlegen iäfst (S. Bd. 20. S. 292}, ergiebl sich folgender Sats: 

„W€$m än KtfMMU durek n» S^m kar m omaek§ r Polt eines 
„§§gdtenm KfgHiekmUe» kmiwd^M, so hat er auf a^ner Peri^ 
„pherie unendlich tkh S^stmM ktuwomtektr Pol« dä$ gegebnun 
„KegdaeAmU»** 

5- 

Wenn » = 4 ist nad ^ die Coordinaten eines ▼arlabeln 

•«^4 ^4 

Puides hedenten, so sind 

p = 0, uj = 0 
die Gleichungen von irgend zwei Oherflächen zweiter Ordnung und 

t-\-lw = 0 

ist die Gleichung jeder betiebigen Oberiläche zweiter Ordnung, welche durch 
die Sdiniilciirvf der fonannlen beiden Oberflicben hindarchg ehL Unter diesen 
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4. Uette, üter GkichuJtgeit zweiten (iradet. 



Oberiliobeii giebt es anch Ktj/d. In der YoreiiBsetiiiiig, deft X der dem 

jr j* jr 

Kegel entsprechende Werth dieser Conslanfe ist und — , — , — die Coordi- 
nelen der Spitze des Kegels bedeolen, bat man die Gleichungen 

»«+A»4 = 0; 

au wdehen sich dorch Eliminalion der Variabein eine Glaohung vierten 
Grades In X ergiebt, deren Witneln eben den Kegeln entsprediett. Man 
findet anf diese Welse 4 Kegel zweiter Ordnung, welche durch die Schnitt- 
curre swder Oberflächen aweiter Ordnung hindurchgehen; und die Spitnen 
yon Je nweien dieser Kegel sind hatmot^eke Poles sowohl für die eine Ober^ 
fliehe, wie fQr die andere. Der Beweis dieser Behaoptang labt sich leicht 
auf dem in (§. 8.) angegebenen Wege geben. 

Man nennl ein ^fUem AarmoiU9ektr PoU einer Oberfilche swelter 
Ordnung 4 Pnncle, von denen Je awei karmonkekt PoU der Oberfläche 
^ sind. Demnach bilden die Spltsmi 1, '3, 8, 4 der 4 Kegel ein System, har- 
monischer Pole, sowohl in RQcksicbt auf die eine Oberfliche, wie In ROck- 
sicht auf die andere; was schon Ponedet bewiesen hat. 

Wenn man die Oberfläche vsO als gegeben betrachtet, und nu» Wiit 
die Oberfliche w = Q varüren, so erbilt man, indem man immer die Spitsen 
der 4 Kegel bestimmt, alle mO^tchen Systeme harmonischer Pole der gege- 
benen OberflSohe. 

fl. 

Wenn msn aus Je swei der anlettt angegebenen Gleichungen iL eli- 
mhiirt, so erhfilt man 6 Gleichungen yon OhetfiMtkea nweiler Ordnung, von 
. denen Jede durch die Spilcen 1, 3, 8, 4 der vier Kegel" hindnrchgebt Die 
ans diesen Gleichungen snsammengesetsto Gleichung 

mit den willkQriicben Constaoten b, stellt also jede beliebige Oberfläche zwei- 
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ler ürdtiung dar, welche durch die genannten 4 Tiincte hindarch^ebl. Diese 
Gleichung u = 0 wird aber alle möglichen Überflächen zweiler Ordnung uui- 
^ foneo, welche durch irgend ein Syslen htriDODiscber Pole der gegebenen 
OberlUehe v^O hiodarchgehen, wenn nan sowohl die CoBstanten als die 
CoÖflIcienten in der FnneUoa w variiren IftfsL Der Ausdruck ii Terseliwindel 
non nach ($. 3.), wenn man in ihn F,i, Vg, elc. statt «rt«,, ... seist. 
Wenn also 

2auXi -| 2aj, ~ 2 x\ -f 2ä x« = 0 > 

die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist, welche durch irgend ein 
•S) sU>m harmonischer Pole der gegebenen Oherflfiche 9 = 0 hindurchgeht, so 
fiadel immer die Gleichung 

*i V„ + F«-t- F«+ «», Fa-f 2«« F„+ 2«» F.,+2«u F„+ 30» F« 

+ 2«mF«+2i^Fh = 0 

Statt. Da dicä02> eine aligemeine lineäre Bedingungsgleichun^r zwischen den 
Coi^flicieoten der Gleichung einer Oberfliche zweiler Ordnung t/ = 0 ist, so 
Iflfst sieh Folgendes sagen: 

Wenn zu isc/tefi den Coefßcienfen der Gleichuuff einer Oberfläche 
„zweiler Ordnuntf eine lineäre Bedinijuuy.stjitiehuni/ Stuft findet, so 
„geht die Oher fläche durch ein Systetit hannonisc/wr Pule einer un- 
„dern durch die BedingvngegMchuHg hettimmUn Oberfläche zwei/er 
„Ürdnung hinäureh^* 

Um die Gleichung der zweiten Oberfläche zu hp'-limmpn. welche ein 
System harmonischer Pole darbietet, durch welche die Oberfläche u — 0 hin- 
durchgeht, setze ich in der Bedingungsgleichiitig slnll ^/,,, a«, ... dieProducle 

XyX.^ wodurch dieselbe in die fileichunjr einer Oberfläche zweiter 
Ordnung überseht, (ierea reciproke l'olaie (in Rücksicht auf j-J-j"*a-f*j 4" *4 
= 0) die Gleichung der gesuchten Oberfläche ist. 

iMit Hülfe des Satzes: dafs sich zwei Systeme harmonischer Pole einer 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung als die Schnill|iuncte von drei Ober- 
flächen zweiler Ordnung betrachten lassen (S. Bd. 20. S. 296), wird leicht 
Folgendes bewiesen: 

Cnlla'a JounnU f. d. M. Bd. XLV. Uvft I. 12 
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4. Hetse, Uber Gieichungen zweiten Grades. 



„Wium «HM O^tvßäekf ciMitar Orinim^ durch «t» ßifHm karmo- 
„mMCker PoU «iner g/^$bem» Oi«rfldeke zweier (h-imniß Kniwck^ 
„§tkt, 90 htgm «Mf ihr vnendßek tiwl« S^f9ieme karmomfeher Fo!« 
„dir ff^^mum Über/läcke/' 

Ich will nodi bemerken, dafii jeder beliebige PuDCt der ObelllAcbe, 
welebe die uigegebeDe Eigensi^fl bat, M eis «in Ponct ans einem Systeme 
barmonischer Pole der fegebenen Oberflftebe belracbten Iflfst, v^elcbe auf der 
ersleren Oberfläche liegen. 

Königsberg im Jannar 1852. 
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5. • 

Eine Lösung der MalfatÜBehen Au%abe. 

CVon dem Hcrni Prof. Dr. Seh^back m Berlin.) 



M an bezeichne die Seiten des gegebenen Dreiecks dnrcb a, b, c 
und nenne die halbe Stimme derselben s, hcsfimmc dann drei Wickel x> 
deren halbe Samme o sein mag, durch die GleichuDgen 

DaDii finden sieb die EDlfemnngen z der Berflhraogspttnete der drei 

gesuchten Kreise von den ihnen anliegenden Ech:en A, B, C des gegebenen 
Dreiecl» daroh die Gleichungen 

« BS« Bin'(o — V y= #ein'(tf — x); « = #8in'(e— V')- 
Von der Riohtigkdt dieser LOsnng flberaengt man sich leicht auf fol- 
gende Weise. In (Taf.II.) m(^en K und L die Mittelponote der beiden Kreise 
sdn, welche beide die Seite BC^a des gegebenen Dreie^ in den Pancfen < 
£f nnd M herühren, so dafs also BM=y und CH=z isL Bearidinet 
man nnn die Winitd A, B, C des Dreiecks, entsprediend, durch a, ß, y, 
so sind 

Lin = jrtang^/3 nnd KH = «tang^/ 
die flalbmesser dieser Kreise. Da nnn 

KL BS ytangl/^-j-stang^p' and BM « a^y—z 

ist, so ist 

(ylang|/3-|-«langi7/ = {a-^y — zf — yinng^ß)^ 

oder 

>- + a 4-2 lang i/i lang i;') = o. 

Es ist aber 
also 

tang^/?tang^^ = 1— -j" 
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Seist man folglich 

t — -j- cos'f», also a — «sin'^, 

so vervvaudeii sich die obige Cileichiing in 

' _v~)-s-| 2 \\yz)co9(p = tt 9in* ff, 
und solcher Gleichungen erhält man noch zwei, nanilich 

z-\x-\-2]'{zjc)cosx = «sin^;c* 

Diu Lösung dieser drei Gleichungen gelingt auf die Weise. daTs man 
sich in einem Kreise, dessen Durchmesser 1 ist, ein Üreiecl^ mit den Winkeln 

vorsletttf dessen Seileii also 

8ln(o— sin(o— 1//), siny 
äiiid. Dieses Dreieck giebt die identische Gleichung 

9in'(<T — x)-{' s'n' ; a — i//) -|- 2 sin (a — x) sin (a — cos == sin* <f. 

Solcher Gleichungen erhält man noch zwei für sin^x ""d sin' und die drei 
Gleichungea fahren unmittelbar zu der gegebenen Lösung der Aufgabe. 

Die Conalructwn der RerQhrungspuncte der gesuchten Kreise mit den 
Seiten des Dreiecks ist hiernach so fluszufQbren, dafs itinn über CF = 8 einen 
Halbkreis beschreibt, auf der Seite BC ^ a die Seilen c— VI) und b = CE 
ahtrSgl lind in der Peripherie des Halhlireises <iie Puncte E', B' senk- 
recht über D, E, B bestimmt, wodurch man die ßogen 

CB' = 2(fi, CE'=^2x, CD'^2iP 

erhalt. Macht man dann B'G^iyE' und halhirt den Bogen C(> in ii', 
so trifft das Lolh fl'H den Beröhrnngspnnct // des Kreises K und der Seile 
BC. Eben so leicht ergeben sich mit Uälfe der Puncto D'» E', B' die Gröfsen 
von x und >•. 

Berlin im September 1852. 
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6. 

Uber die Eigenschaften der linearen Substitution« ii. 
durch welche eine homogene <^anze Function zweiten 
Grades, welche nur die Quadrate von vier Variabein 
enthalt, in eine Fonetion von derselben Form 

transformirt wird. 

(Von dem Herrn 0. Uea»e, Professor an der Universität zn Königsberg in Pr.) 



Wir wollen «nnehmeii« die Geöfficienteo a m deo linetren Sob- 
stitalionen 

seien so bestimmt, dsb ' 

(2.) *i>l-f M+*j>1i*4y5 — «i^i+^i^+'^^H'«««^ »»• 

Differenliirt man dieser Annahme gemäft die letale Gleicliiing nach eioamier 
nacb den nnabhüngigen Variabeln se,^ indem man die Gröfsen y 

als Fnnctionen von den Variabein x betrachlel, wie sie danA die Snbstitn- 
tionen gegeben sind, so erbiit man: 

= «;Ä,yi+ «1*4/4» 

«a«» ^ «r*iri+ «« «?*iys-f «**•/*» 
^ ii5'>*.y.+ «r»*3y3+ «J''*4r«, 

Diese Gl«eboogen sind als die Auflösungen der Gleichung (1.) nach 
den Variabein x zu belracblen und können als solche die Steile der Gleiehangen 
Cl.) veHrelen. Wenn man nun üi^issiYi^ «»a:,= Fj, ih^Pt^ Fj, <i»a?4= F«; 
i,yi=sXi^ bjy2 = X-i^ b^y^^Xi^ 64^1«= JT« setst, so gehen diese Glei" 
ehmigea in die Substiiuiionen 

Fl — «1 jlT, -|- ö5 X -f «j -Ti-f 

F, = «;':ir,-| «r^.-f «^^'^-^ «^^«i 

F, = (^^]X,i.ai*^Ä,^4*'^,i<*'^ 

CnVW» JoarMl f. d. Matb. Bd. XLV. Heft 2. ' 13 
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über, in welchen die horizontalen Reiben der Coefßcientcn den entsprechenden 
verticalen Reihen der Coefficienten io (1.) gleich, sind. Die Gleichung (,2.) 
geht üher in: 

Hierdurch is!. weno man die Zahlen 1, 2, 3, 4 durch k bezeichnel, folgender 
Lehrsalz bewiesen. 

Lehrsalz 1. 

tVenn die Suhstilutionen — ti\ -|- «i' -^a 4" + '»i*' 
dnick b,)^, ] ^iXl -i ^iy]-\-^Ayl in «j^! -j-^h^l verwandein, 

80 frans/ ormiren dU Substituäonen yj=sai*^At-|-öi*'-^-i"*4*^-X»:i-4*^-Xi 
den Aufdruck 

Ich föhre diesen auf der Hand liegenden Satz, der auch für eine be- 
liebige Zahl von Viirinbeln gilt . on , um nun aus ihm neue Sätze abzuleiten^ 
welche nur bei vier Yariabein Statt finden. 

Da die horizontalen Reihen der CoT-fficicnten in den Gleichungen (4.) 
den entsprechenden variabeln Reihen in den Gleichungen (1.) gleich sind, so 
wird auch bei den Auflösungen der beiden Systeme Gleichungen das Nemlicbe 
Statt finden. Es ergeben sich daher folgende Auflösungen der Gleichungen (4.): 

Iii, - ^i.r.+<±r.+*>i-r.+*.ir« 



(«•) 



welchr Gleichnnjjen man auch aus (5.) durch DilTerentialion , eben so wie die 
Gleichungen {ß.) und (2.)i ahleilen kann. Setzt man die Werlhe von y,, y^^ . . . 

aus (1.) in ('\.), so erhoben sich, dnrch Gleichstelhmtr der Co("rncienlen gleicher 
Variai)ela auf beiden äeilen der Gleichungen, lolgciido Ausdrücke: 
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ttid tif gleiche Weite aos (4. und 6.) 

Wir wollen dud antersocben, was die SobsUtutioneii 

(9.) r. - ■3-«.+^«*+^»i+.-pr»« 

geben. 

Za diesem Ende werde bemerkt, dafs von den nedingungsgleiclioil- 
gen 0 = 6,«{rti-|- Äirt*«2 -{^3«i«j-|- *4öifl4t welche erfoüt werden müssen, 
wenn in dem durch die Substitutionen (1.) zu transformireodeii Ausdrucke 
^i>i4~^>i4~^33^'f ^<>4 dieProducte der Variabein «i, Je,^ ... Terschwinden 
sollen, die eine in die andere übergeht, wenn man --j- und — statt 

und a~ nnd sogleich' ^^i^^^ril $u\\i 6; seist Von den Bedingungsglei- 

III 1 
cbungen 0 = — ai ai -f — «i' «i' — «i^* 4'* T ~ "i'^ "i*' » welche erfüllt werden 

A 0m Um 0. 

mOssen, wenn In dem durch (4.) su transfornirenden Auidmcke — 17-] — ¥t 

i i ' * 

-f— '17-1 — J^» die Producle der Variabein X,, X,, ... wegfallen, gehl 

^ "* II 
ferner die eine In die andere aber, wenn man — j- nnd -j- statt 4^ nnd 

nnd snglelch —a\i4a\0i statt -j setzt 

Hieraus folgt, wenn man der Kürze wegen 

(11.) «iai'«i^^ai ' Ji, ^/^«^oiä; 
setzt, dafs durch die Substitutionen (9. und 10.) die Ausdrflcke 

(120 *i^.yt+*.flayl+*»<?»/»-iM4)1, 

(18,) ^Y}-\.^Y^^^1^^^Y} 

In solche transformirl werden, die nur die (Quadrate der neuen Variabein 
enthalten. 

Nimmt man an, der Ausdruck (12.) gebe durch die SubsUtulioncn (ü. j 
in folgenden 

(14.) c, Jidrl-j-Ci-^a^^-f <^3^3«j4-<?4-^«i 

IS» 
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ttbtfr, 80 mofs naoh dem aofgesteltlan It^natze der Aasdroek 
darcb die Sabatitationen (100 ^ 

obergeben. 

Wir haben nun zwei verschiedene Functionen der Variabeln Fi, Fj, . . ., 
welclie nur die Ouadrate der Variabeln enthalten, nämlich (13. und 15.), welche 
beide durch die Snlistitiilionfn ( 16.) in solche Funclionen der Vfiriabein 
A'i, Jfj, ... überdrehen. Hio nur die Quatlrule dieser letzteren Variabeln ent- 
halten. Die Z;ih! der Hedingunirsgleichungen, welche zu erfQllen sind, wenn 
dieses zutrelfen soll, ist für jede dieser Funclionen Mechs. Nimmt man tum 
die Coefficientcn in den Substitutionen als «fegeben an. betrachtet dagegen 
die 4 Coefficienleii in den Funclionen (13. und 15.) in den erwähnten Be- 
dingungsgleichungen als die gesuchleu Grüfsen, so bat man dieselben lineäri;n 
Gleichnngea sar BesUmmung der Wertbe . der 4 Coefficienlen fQr die eine, 
wie fOr die aadere Fanetioii. Hieraas ist eraicliliicb, iah die entaprocbendaii 
Coefficienlen in den beiden 'Panclionen nnr durdi einen Faclor M von ein- 
ander verscliieden sein liOnnen. Es isl daher 

<;iJj = ilf.-^, c^A^^M'-^^ C9i^«==^-3^p c^A^^H'-^' 

Setxt man diese Wertlie von CiAi^ ei-ii« ^ O^Oi ^ erliAlt man den 
Ansdrack 

in weldien der Ausdraclc (12.) durch die Sabstitutioneii (9.) übergebU 

Oer Ausdruck (13.) geht demnaoh, mil RQcksicbt anf den oben an«^ 
gegebenen Lehrsalz, durch die Sabstitntionea (10.) in 

(18.) il(^Xl^^Xl^^Xl^-J^Xl) 

über. Diese Bemerkungen vereinigen sich in dem folgenden Lehrsätze« 

Lehrsats 3. 
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Ol Oi tti 

fwmhrM de» Amimek —Yl\ — Y^-\-^Y^-\-^Yl 

Ich fOge noch hinza, dafs. die Werllie derGröfsen A io (11.) gegeben 
siod iiBd dafe der Factor Jf dun^ die Gleichung 

(19.) jf « -■^ + »-i^.l A^M ^' 

bestimmt wird, welche man durch Vergicichung von (12. und 17.) erhält. 

Andere merkwOrdiffc Relationen, die sich ans dem angeführten Lehrsolz*^ ohne 
Schwierigkeit nbleiteu lassen, übergehe ich, weil sie Foraieln gehen würden« 
die in der folgenden Untersuchung keine Anwendung finden. 
Es sei 

(20. ) r r= h,,y, y, ^ b,^ >-3 - 1 ^„ y, ■ \ ft,^ r , _> -\ y. y, v . >% 
eine honiogeoe Function zweiten Grades, in welcher die Quadrate der Va- 
riübein fehlen, nnd welche die Eigensrhnfl hnl. dafs sie durch die Subslitu- 
lionen (i ). vermöge welcher die identisciie Gleichung (2.) Statt findet, in 
eine Function der Variabein o^i, a^,,... von derselben Form Qbergeht, nämlich in 

(21.) P — flii j*! ffi3a?,arj-j-ai4X4d?4-(-a2ja!'aa;j-j- ai»*»«P*-f 
In dieser Voraussetzung hat man 

0 = Ar.a^i^! *,3afai-f Ä,4öt«J-f ÄjjrtX-f *Ma2*«H*J««J«»i 

u,a, ' * * ' «,a« * * ' «i«4 «1«» 

(23.> {*« == ^ («1 «i' + «1) + ^ («i «1 + «i fli) -h ^ (ai «I + ßS «i) 
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Dividirt man die Function F durch ^as Prodoct VfyzVsri ond setzt 

i f 1 1 

hieraaf y^i, y«, yj, stall — ^ — ■> — « so erhalt man die neue Function 

Tx Xt }i y* 

Wir wollen nun natersucben, io welche FancÜon diese Fouclioa übergebt, 
wenn ma%ia dendhen die SahsÜtnÜonen (9.) macht. 

Es ist leiebt tn sehen, daft in der dnreh (9.) iransrormirteo Function <^ 
die Quadrate der Variabein «j, x«, ... vermöge der Gleichungen (21.} weg- 
fallen. Die transformirte Function ^ hat mithin die nemliche Form wie die 
Function 4^ seiher, nimlidi: 

(25.) * = A^xt «i-f i*H^i + ^» »1 «4 -}- JjjXaar« -|- J„ a?,*« , 

und die Coeflicienfen A erhalten die Werlhe 

^» *«(^ + ^]^) + *"(^ + ;;^^)+'••' 
Diese Co6ffici«iten A bsaen sich durch die Coölfieiefllen a der traosformirten 
Fmielion F sehr einfach aasdrQcken. Um dasa an gelangen, dienen folgende 
Betrachtungen. 

Die in (20.) nngegebene Fnncüon F, welche durch die Substitutionen 
(1.) in die in (21.) angegebene Function Abergeht, USA sich als eine Funo- ' 
lion der Variahehi yi, y„ . . . oder als eine Function der Yariabelo f i, «s« • • • 
betrachten, indem die ersteren Variabein als Functionen der zweiten dnrdi 
die Substitutionen (1.) gegeben sind, oder die zweiten Yariabelo als Functionen, 
der ersteren durch die Gleichungen (3.). DilTerentiirt man die Function F 
UDler der letzteren Annahme nach den unabhängigen Variabetn yt, y^, . * . , 
so ergiebt sich 

1 öt' \ ot , , \ dF „ 1 5F , i ar 4 

7--= — = — -r — 'ffi-l -5 fll -f <h-^ 'ffi, 

i ÖF i BP , i \ BF , i BF . , \ BF . 
1 ÖF l'aF . , t SF » I 1 aF , , i ÖF , 

1 aF \ ?F , \ dl- „ , i BF 3,1 rJF . 
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Seist man in dtesMi Gleichiiiigwi für di« parlielleD DifferentialqooUentei ihre 
Warth«, und yi=Äj, yi = öS, r5 = «i» y4=»aJi «ogWch mit den ent- 
sprechandeB Werthan der Variabein, «j^x, x, =0, x^^i^M erhill man 

Mulli|ilicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit «1, «J, «J, 
so lassen sich die Tlicüe derselben lioks durch Hülfe der Gleichungen (22.) 
und die 11« il< rechts mit Hülfe der Gleichnngen (23.) auf die Weise am- 
formen, dals 

Jiulllpllcirt man diese Gleichongeo der Reihe nach mit 




so erhält man 



"«7 ' "oj ' aj ^ ö,ö, ' o,a, ' 0,0, 

Holtiplicirt man endlich di^e Gleiehnngen der Reihe nach mit 4^, 

i i ' 

— ond addrt die PfodnetO) ao giabt die Sanme der Glieder Unke gerade 
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ilen Ausdruck, welcher vorhin mit An- beieicbnet wurde, wihrend rechts die 
aii «1$ mi On multipUcirlen Glieder wegen der GletdioiigeD (7.) wegfallea, 
so dafe sieh 

und nach (19.) 



' findel. Hierdnrcb ist folgender LehrsaUi bewiesen. 

Lehrsatz 3. 

Wenn die iSuhniifu/itmen > ; = a'^or, «i'x, -f -J «40^4 den Aua- 
(Inick b^,yl^ b^yl-r ^iy'i ^ (^j,y'* in UiX]']' a.T^-^-fi-^jpl 4^0^x1 und über- 
dies dieseiben Substitutionen den Ausdruck Ä,. >-,yj-|-6uriy3-[-Ä,4y,y4 

-|-aj^X2dr4-["<'M*"3*^4 verwandeln, so transj'urnureii die Substilutiunen 
y*=4a?i+4s*i+ 4a?»-|-4*4 den Autdruck b^y^y^-)^ &MyiriH-*»ri>« 

^ ^ ^ { fli, «2 -f Öj^ S, «j + <fo Sj «, -f «14*1*3 T *2 + «4} , 

»0 *. = ^^, *. = -2»3£l, «, = ^213^, *4=^2iÄ^ ««rf 
» tüM^ ist. 

Die befden ersten Lehrafilse lassen sich geomelris«^ wie fol0 denten: 

Es seien 8 Pancte im Räume gegeben, in welchen sich drei Üi)er- 
lluchen zweiler Ordnung schneiden. Betrachtet man irgend 4 von diesen 
Pnneten als die Ecken eines TelraSders nnd flHet von den 4 andern 
Pnoeten Perpendikel auf die Oberlldcbon Tetraeders, so mögen sieh 
diesdben ▼erbaltoi: 

wie ol : : : a« fOr den ersten Pnnot, 

wie tt'l ; a'i : a'i : <il fllr den aweiten Pnnct, 
wie : 1^ : : 44 Ar den dritten Pnnet, 
wie : aS : e$ : «• Air den vierten Pnnct. 
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and eben so 



e. Hesse, über Verwandhtngen der Functionen zweiien Grades. jOl 



' B€0timiiit mm dran 4 neae Paocle, deren senkfeehte Abslinde yon den 
SeiteBflflehm des TeMders lidi 

wie aj| : «!' : «if : 4f! fOr den ersten Pnnet, 
wie «4:^':e|:4$ fOr den »weiten Prael, 
wie «'s : i4' : ef : 4^ fSr den drIUen Pimct, 
wie a«:^^':««:«^ fflr den vierten Pnnot 

verJultes, so schneiden sich in dies«! 4 Ponclra ond in den Tier Ecl^en 
des Tetraeders eueh drei OberflAehen iweiter Ordnung. 

Der Bweite Lehrsats giebt folgenden geonetrischep Sata, unter den 
Vorsassetaungm des eben genannten Sataes: 

Die 4 Pnncte, deren senkredite Abstände von den SeUenflacben des 
Tetraeders sieb 

wie -i-'-i-i-i-'-^ fAr den ersten Pnnct, 

wie -w" J -TT : -4- : -TT für den zweiten Ponct. 

1111 
wie — : — föf den drillen Pnnct, 

«I «i öj 

wie -T'*4':'T*~T vierten Pnnct 

a^ «, e, 

verbellen, nnd die vier Ecken des Tetraddws, sind die Scbnit^onote Ton 
drei Oberflichen aweiter Ordnnng. 

Auf den dritten Lebrsali werde ieh Gelegenheit beben bei meinen Aber 
die Doppeltangenten der Cnrvra Tierler Ordnnng angestdlten Untersaehnngen 
anrfleksttkommen. 

Königsberg im April tQ&i, 



1 
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7. 

Uber die Reduetiou doppelter Integrale 
auf Quadraturen. 

(VoD Herrn Dr. A. Wi$tdthr, Grobiienogllcb'-Badiicliein loganienr n Carlmihe.) 



Nachdem Euler, Laplace u. A. die Werlhe vieler, auf gewisse GreoMii 
ausgedehnten Integrale ermil4eU hatten, deren Darstellung in geschlossener 
Form nur zwischen jenen Grenzen möglich ist, und welche sowohl durch ihre 
besondere Wichtigkeit, als durch das Eigcnlhflmliche ihrer Ilerleitung weitere 
Forschungen zur Foljjc hatleu, hildele sicli nach und nnrh ein ein:ener Zweig 
der IntegrnliJ^leichung, die Theorie der beslimsnieu Intt^raie, die jeUt fQr 
alle Theile der Analysis unentbehrlich ist. 

Diese Theorie beschsriigt sich zumeist nur mit den einfachen Integralen 
(Quadraturen) , ob^^lcich sie in eben so häufige ab unvermeidliche Berührung 
mit den zwei- und mehr fachen lulcgralen kommt. 

Die Zahl der mehrfacAen bestimmten Integrale, deren Werth vollständig 
ernittdt oder avf Qntdratnreo sorflckgefahrt wurde, insofern i^eine der ver- ' 
langlen Integrationen itnbestimnil oder swisdien andern als den gegebenen ' 
Grensen sich ansfAbren Uirst, ist bis jetst Terbältniftmifsig gering. 

Sddie Inlegrale laaeea sieh swar, anoh wenn ihre Grensen vertn- 
derlicb sind, anf eine Reib» von mnander unabhfli^gw Qnadnitaren (pul oon- 
atanten Grensen) redadren, aber meislws ohne Gewinn, weil dnrdi die Um- 
geslaltong die Fonetion onler dem Integralaeicben bäafig yerwiokelter wird. 

Man erdachte daher andere Methoden der Transformation. Die wesent- 
lidisten derselben mögen hier, als snr Sadie gehörig, ksn snsemmengestellt 
werden. 

1. 

Die allgemeine Formel für die Transformalion doppelter Integrale rQbrt 

von Euler her. Durch eine passende Wahl der Relationen zwischen den 
allen uud neuen Veränderlichen sind zuweilen die beiden lategralioneu, oder . 
- wenigstens eine derselben, unbestimml ausführbar. 

Es seien nämlich x und y die Vcranderiicheo, welche durch zwei 
andere u und v ersetzt werden sollen, so dafs 



i 
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ist Dann ist 

Wie bekannt dehnte Jacobi die^c Trnnsformalion auf nfache Integrale aas. 

Sic läfst sich, wie ebenl'ullä bekannt, aach geometrisch ahleiten. indem 
man sich einen, durch die Inlegrations -Grenzen näher bestimmten ebenen 
Kaum in Elemente gelegt vorstellt, welche von vier krummen Linien begrenzt 
sind, derPH Gestalt durch die Functionen und ü gegeben ist. während /"die 
Dichtigkeit im Poncte y einer über jenen Kaum verbreitet angenommenen 
Masse bedeutet. 

Die obige Gleichung giciit unmittelbar die fiblichen allgemeinen Formelo 
für die Transformation doppelter Inieyrate. In speciellcien Füllen ist ilir 
Nutzen von der Ermittlung einer Relation zwischen den alten und neuen Ver- 
ftidtfrticbea abhftngig; wdehes ein inlegrables DUFereotial giebt; aber sdbst 
weno eise solche Rektion gefnaden isl, bleiben nodi die Greoabedingungen 
in berfloksichllgeD, welche rieh nidit selten in demselben Haafte oonpiidren, 
wie der AasdnuSk selbst, unter dem Integralaeiehen, einfaeher wird. 

2. 

Wenn man, statt eine, der beiden Veränderlicheo durch neue zu ersetzen, 
eine nach der andern eliminirl nnd 

seM, darauf s und w als unabbftigig.Ton y nnd nur y als Fnnetion von « 
betraebtet, so ist 




folglich • 

Setat man ferner 

so erfiebt sich 

welche Gleichung sich übrigens auch aus der allgemeinen Formel uumiUeibar 
finden läfst. 

14» 
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Du Verfobren ist auch anf wtäkrfuekt Integrale anwendbar. Sind die 
Grennbedingniigen dttrcb sogenannte Ungleiehbeiten gegeben, so ist es meistens 
iiicbt sdiwer, die Umwandlangen ansngeben, welebe sie naeb und nach erieiden. 
Die sebr wichtigen Anwendungen dieses Verfahrens sind bekannt. 

3. 

Nach einer andern Metbode ersetzt man einen Bestandlheil der Function 
unter dem Integralzeichen durch ein bestimmtes Inteorral, oder miilliplicirl das 
mehrfache Intefrrul mit einem beslimmlen Integrale , welches für aüf VVrrilie 
der darin vorkommenden Gröfsen der Einheit dusselbe ist. Dies ist auch 
für die Ausführung vnn Oti-uir!ih!reT) ein se.br wirksames Mittel. Bezeichnet 
Vi/f^>yt •••) ö*"^ Funcliou, tür welche 

a 

ist, so ist ti eine Function von x, y, ... und man erhält 

a 

Durch eine passende W ahl der Function (f lafsl sich d m ue integral, zumal 
wenn alle Grenzen constaut sind, öfter leichter finden oder redociren,. als 

das gegebene. 

Von der Anwendung auf (Jluadratnron nur das folgende Beispiel. 
Es sei Ä eine zwischen —1 und -j-l liegende Constanle and 

/"lOg(*C08a?-i-l)^, . 

o 

SO ergiebt sich, wenn mau erwägt, dafs 

log(Acosj?4-<) /' ^ </f 

cosjT »/ <cosjr+l 

0 

ist, stall des einfachen ein doppeltes Integral, welches durch ümkehrung der 
Inlegralionälulge in 

0 0 ' 

übergeht. Es findet sich also 

Setzt man hierin nach einander und n statt a, so ergiebt sich 
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9 

woraus sieb weitere Resnllate ebleUen lassen. 

4. 

Besieht sieii eis Doppel-Integral auf alle negativen und posHiTon Werihe 
▼on 9 und welche der in Form der Ungleiohheit ' 

gegebenen Grenzbedingong entsprechen, so lassen sich daraas die Grenaen 
der heiden Integrationen ahleitentaud man erhält 

Nun löfst sich im Allgemeinen jedes Doppel- In legral immer in vier 
andere zerlegen, in welchen Null die untere Grense ist und deren eines unter 
der ihnen gemeinschafUicben Form 

betraditet werden, möge. Wie frOhw bemerht, lassen sich die Grenzen ieidit 
in constante verwandefai. SetsI man nAmlidi 

vnd hetrachtet y nnd z als gleichaeitig yerftnderliobe, von ^ unabhängige 
GHtften, so ist 

und 

• • • • 

wobd im Allgemeine« die int^^ralionsordnong wiUkflrlidi ist. Bs lassen sieh 

jedoch, wie behannt, noch in anderer Welse dem Integrale constante Gren- 
aen geben. 

Auf Doppel-Integrale hat man auch noch folgendes Verfahren angewendet. 
Statt von, dem Integrale 

0 0 

in welchem , der Allgemeinheit unbeschadet, 1 statt % gesetzt ist, wollen wir 
von dem folgenden: 
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•usgeheD, wekhes steh von dem erstem dadnrdi nnteneheidel, deis in 
noch eine Grftbe I anfraomnen wird, deren nihwe Beslimniiuig vorlie- 
hatten bleibl. 

DifferMitiirt man U nach i, so erhitt man 

Ist nun, wie man annehmen' möge, 

xM = 0, 

und integrirt man wieder naeh i, so ergieht sieh 

bt femer, wie welter angenommen werden möge, 
90 erhalt man 

V = u, wenn * = 1, ^ 

t7 = 0, wenn I 0. 
Das nnhesttmmle Integral U swischen den Grenaen 0 und 1 gmommen, giebt 
also m, und es ist: 

0 0 » • 

Die hierbei voraiugesetzten Gleichungen 
linden Statt, a.B. fitr 

= cosi«, x(f»^) = cos in- Y» 

n. 8. f. 

5. 

^ie schönste and erfolgreidiste aller Methoden rührt von Lejetme- 
DiricUetf meinem verehrten Lehrw, her. Sie beruht, wie eine der früheren, 
ebenfalls auf der Einführung eines Factors in Integralform, dessen Werth 
der Einhcil gleich ist, bezweckt aber nicht sowohl eine Umgcslallunp der zu 
inlcgrirenden FudcUod, als vielmehr die völlige Befreiung von den Grenzbe- 
dingungen, und die Ilerstcllmig der Grenzen 0 und oo oder — -x und ^, 
zwischen weiciien geuommea die Werthe vieler integraie i)ekaaDt sind. Dies 
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mhi ifaudi 4Se liiuireMM AnwMidMig «incr FnieHon emMt, welche bo 
lange = 1 Ueibt, ab noch «Ke Verüiderliclieii y, z, ....den Grenslie- 
dtngungen entsprechen, and weldbe venehwiodet, wenn dies nicht mehr dw 
Fall ist, das lolegral also k«ne wntweii Blemente mehr ie sidi attfnehmeii 
soll. IHese Fanction, verniöge jener Eigenschaften eine dueonßmurHtie, 
kann verschiedMie Formen haben. Die einfachste derselben wird dnrch das 
, Inlegral 

dargei.k'iM, welches in der That so lange den Werth -f 1 behält, als A 
zwischen — 1 und liegt, und 0 wird, wenn « diese Grenzen übcrscbreitet. 
Sind abo die Grenzen eines mehrfachen laiegrab 
. . f{x,y,x, . . ,)dx4ydz ... 

dnrdi die Ungldchheit 

«<^(x,>-,«,. ..)<* 
gegeben, werden anfterdem aUe denselben ent^rechenden, negativen nnd po- 
sitiven ^^ erihe der Veränderlichen angelassen, nnd erwAgt mvdy da6 Jene 
Ungleichheit in die folgende: 

J^h)-\{b-a)< «(*,y,«, . . .)< i «) 
sich Tcrwandeln lAlst, so bat man 

Da man nun, uiicti liuizufflgung des oben gedacliten Factors, die Integration 
über alle möglichea Werthe sich crslrecken lassen darf, so ist 

Die wiciitigen Resniiale , welche r!ir> Anwendung dieses Verfahrens bisher 
lieferte, müssen als bekanol vorausgesetzt werden. 

6. 

Man hat zur umfassendem Anwendung der Idee des discontinuirlichen 
Factors die Fourier' sc\\ci\ Integrale herbeigezogen, nm noch Aber eine will- 
kflriiche, aber stelig bleibende Function, welche jener Factor enthält, ver- 
fügen zu können. Hierdarch wird in manchen Fällen, aufser der Wogschaffang 
der Grenabedingungea, indem man die willkärliche Fmiclion passend auswählt, 
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noch eine UmgesUiltaiig, resp. Vereinfadumg Awdnicks unter dam Integnil- 
xeidien erzielt. 

Naoh der Theorie der i(\itfrters<;heD Int^irale tot nSDlidi 

U m 

= 0, wenn f r' a oder b. 
Vermöge dieser Eigcnschnricn kann man die Grenzbedingungen wegäcbaJTeo, 
welche durch die Ungleichheiten 

a<^ß^:r, y, er. . . .)<* 

gegeben sind. Setzl man nämlich (l(x, r, z, . . .) an die Slelle von f, so ist, 

vorausgesetzt, dafs das Integral, m» dessen Ermittelung es sich handelt, nuf 

alle negativen und positiven Werihe der Veränderlichen sich erstrecken soll, 
welche der Greozbedingutig entsprechen: 

= ^JAu f ''dp / ^dx dy... ^^-^^^J^'"^ y (p) cos {uO) cos («»). 

Hier ist if die stetige, soast aber witlkOriiche Function. Diese Formel wird 
insbesondere dann von Nulsen sein, wenn in f{x,y,...) die Veränderlichen 
in derselben Verbindung mit einander stehen wie in ...), so daül sich 

durch die nähere Bestimmung von ^ der Broch 

/'(xjy,...) 

möglicbst vcreinfacbcu iäfst. Für <f{v)^ \ erhält man die frühere Formel wieder. 

7. 

Dies sind die wesentlichsten der mir bekanAlen Methoden, wdclw snr 

Rednction melirfacher Inlegrnfe benutzt wurden. Diejenigen, welche nur in 
ein/f fripn Fällen anwendbar sind und deren es mehrere giebt, mögen hier 

unberührt bleiben. 

Die llülfsniilU'l der Integralrechnung, als einer noch so neuen Wissen- 
schaft, sind im Hinblicke auf die Heichhalligki;it ihrer Probleme nicht sehr 
zahlreich. Es dürfen daher die Dienste nicht unbeachtet bleii)en, welche andere 
Theile der Malhemalik gewahren, wenn sie entweder wesentlich neue Hülfs- 
mittel darbieten, oder doch schneller als der rein analytische Weg zum Ziele 
fOhreo. hagranyt sagt in seinen Vorlesungen (Seances des ecoles normales, 
T. 4*^.* Tmtt pi« Calgebrt 0t Ut giomSbrh otU M t^^oH», lewr» progrSa 
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oMl ^ imUa §t Inmr tmyw brnmü; mmt lortfw e$» dmtx 9wne§9 m 
Hmi remUm, «l/e* «• «onl pr^it» des fereet nmiwUet H <aä matdd 
mueM§ ^tm pa$ ro/nde vttt Ha perfeeium. 

Dies sdieint io deniMlbea Htafee «och von der Verbindohg der bte- 
|{ralraebniiiig mit der Geometrie zu gelten. Zwar beootsle man vielfacb die 
erstere zur Lösung von Aufgaben der lelateni, aber nieht ^en so mnfasseod 
war das Umgekehrte der Fall. 

Zwnr hält man bei der Darstellung rein roalhcmatischer Disciplinen 
nicht mit Unrecht darauf, dofs die Einmischung geometrischer Betrachtungen 
unterbleibe, aber es darf die Trennung nicbl bis dahin geben, wo sicli 
nicht sowohl nm die Darstellung des Bekanuleo, als vidmebr am die Ermittlung 
von bleuem bandelt. 

8. 

Der Nutzen und das eigenlhdmliche Interesse, welche der Gebraach 
der Geometrie in der Theorie der beslimn)lcn Integrale hat, sind übrigens 
schon in manchen Fällen erkannt worden. Man erinnere sich in dieser Be- 
ziehung nur an das sinnreiche Verfahren, durch welches Cauehjß den Werth 
des Integrals 

• 

fand; an den Erfolg, mit welchem sich Lmne der sogenannten elliptischen 
Coordinaten bediente, und nn in die interessanten Herleilungcn, durch welche 
Catalan, Cha^iien, LobaKo unil Tert^uein die Werllie uithi erer Doppel -Inte- 
grale fanden und insbesondere dasjenige auf Quadraturen reducirten, welches 
ridi anf die Complanation des dreiaxigen EUipsoIds besieht. Das geometrische 
Verfahren scheint also in der That nicht nur fhichtbar, sondern nach von 
aosgeneidinelen Analytikem als legitim erkannt su sein. 

9. 

7n dem oben angezogenen Beispiel tnöf^e noch die Bemerkung Platz 
finden, dafs ein Verfahren, welches von (iinijrnigen etwas verschieden ist, 
durch welches Canchy das oben angeführte In'Lgral fand, zu einer bemerkens- 
werthen Darstellung desselben führt, wenn die obere Qrenze nicht oo, sondern 
eine beliebige Grofse ^ ist. 

Stellt man sich nämlich vor, es handle sich um die EruiiiiluDg des 
Doppel -Integrals 

GNltoV imA f. H. Bd. XLV. Hill 2. 15 
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SO stellt dies offenbar tinen TlHril des Voloniens einer Boiatwn^dcAe dar, 
dessen Basis ein Rechleck und deren drille Ordinale 

ist. Um dieses Yolnmen anf andere Art an finden, lege man dnrch den An- 
fangspnnot der Coordinaten eine gerade Linie, welche mit der Axe der x den 
Winkel fi bildet Dann entsiebt, wenn man ft nm df* inderl and mit den 
Radien r nnd r-^dr Kreisbogen beschreibt, ein Element des Sectors, dessen 
Inhalt — rdrift, ist; nad 4ä x^-\-y* = f^ ist, so wird das entsprechende 
prismatische Element darcb 

ausgedrückt. Wenn man also nach r zwischen 0 and § secfi integrirt, so 
ergiebt sich iQr den körperlichen Sector: 

ä,if^"'*'0-^,rdr = ^dfi(i-tr^"^y 

Dieser Ausdruck, nach u zwischen 0 und integrirt and doppell genommen, 
giebt für das ganze Volumen 

Daraus erliAlt man die Gleicbnng 

0 ' • 

FAhrt man nno eine nene Verftnderlicbe I statt fi ein, fAr weldie 

lang« = j 

ist, so erhilt man auch 

/•■wf* = tO''-(/W> 

Dieser Ausdruck, mit der bekaonton Kormel 
verglichen, fübrl zu der lielalion 

0 ' ' 0 * ' 0 • ' 

Zerlegt man das Volumeo in cylinderiscbe Schichten, deren Axe mit der 
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z Axe xusaminenfällt, so erhält man 

Diese Gleichung (freilich weniger eiuiucli) iäfst sich auch aus der xueräl ge* 
fandenen ableiten. 

10. 

Xach diesen Vorbemerkungcu wentio ich mich nun zur nfihefn Be- 
zcichiiun«i^ des Problems, mit dessen Lösung ^ich die folgenden Arlikcl be- 
schäftigen werden. Dasselbe bezieht sich auf die I^eduction der zwischen 
veränderlichen und conslanlen Grenzen genommenen Doppel" Inleifr nie be- 
liebiger, nur nach ihrem Argument näher bestimmter Functionen auf einfache 
Integrale. Der Gegenslanä finitet sidi bei Wefttm^ nicht, besonders in den 
Lebrbiebem, mit eben der Aiisf&brUebkeit bearbeitet, wie die Entwidilang 
einfacber Intefraie* Es dOrfte daber die Aufgabe »icbt gans nadankbar sein. 

Die Bur LAsong anzuwendenden UOlfsniUel entspringen ans der Mannig- 
falligkeit der Arten, einen gegebenen Raom sn tbeÜen oder in seine Elemente 
ra «erlegen. Das Verrabren wird sieb aus der Anwendung auf die einzelnen 
FflUe erkennMi lassen. * 

Die Resultate, weldie, soviel mir bekannl, fast insgesammt neu sind, 
lassen sieb swar auch anf rein analytiscbciii Wege erlangen, aber nicht so 
einfacb wie hier. Den Werth einer Sielhode schätzt man gewöhnlich nach 
ihrem Nutzen in einzelnen Fällen. Hat nun auch in dem Folgenden, indem ein- 
zelne Fälle vollständig erledigt wurden, das Verfahren nicht überall denselben 
Erfolg, so ist doch nicht zu übersehen, dafs Ähnliches auch hoi fdlen andern 
Methoden der Fall ist. Indessen wirrJ '=irh /(»iüpn. dafs es zur Knlwickelnng 
in Reihen sichere Anhnitpuncle für i ie l.nnitihinii der Grenzen der Quadra- 
turen giebt, aus welchen sieh das Doppel - Integral zusammensetzen läi'st. 

n. 

Wie bemerkt, lassen sich im Allgemeinen alle Dojipel- Integrale in 
AnsdrQd[e von der Form 

ueiiegen, wo xi^^ cii)^ gegebene Function von oder constant ist. 

Ein Doppel -Integral läfsl sich als den Ausdruck des Volumens eine* 
Körpers betrachten, welcher von einer Oberfläche, deren Ordinalen =zf{x,y) 

15» 
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und, begrenzt wird und welcher eine Figur zur Basis iiat, die von den Äxen 
se und y, von der Ordinate xii) und yon der Carve, deren CHeicbuag 

r = /M) 

ist, begrensl wird. 

SowoU die OberllAche (also die Fonetion f(»,y))% als aoeli die Cnnre, 
resp. die Punelien nehme man hier, wo es snnflelist nur anf die Er* 
mitlloDg im Allgemeinen gfiltiger Redadionsformeln ankommt, dardigehendB ats 
MUÜiek nnd »Mif an nnd, wo in Folge der Mehrförmigkeil dieser Fanetionen 
besondere Betrachtungen nftlbig sind, anch als anßrm^, so weit sieb die 
Integralion erstreckt, und ftberiaase das Obrigfc, wo diese Hypothesen nicht 
Statt finden, besondern Untersuchungen. Auch nehme man an, dafs für alle 
in dem Räume der Carve y^xi^) liegenden Pancte die Function fiß^y) 
reell sei. 

Wenn die Function fftr Werihe von t ond y, welche in den Umfang 
der Intcgralioo fallen, ihr Zeichen ändert, niso die begrenzende krumme Ober- 
fläche die xy Ebene schneidet und ein Tlieil des Raums unterhalh tiir er 
Ebene Hegt, so sehe man ihn als uiueu negativen Theil des Yoiuniciiä tui, 
damit dasselbe al^ der volistfindige Ausdruck des Doppel -Integrals betrachtet 
Vierden könne. 

12. 

Unter Beobachtung gewisser Regeln darf man, sowohl wenn x(') ver^ 
flnderlicb, ab wenn es eonslant ist, die Aufeinanderfolge der Integrationen 
des beseichneten Doppel -Integrals umkehren. Dies vor Allem soll gezeigt 
werden. 

Die Elemente des Raams (Taf. III. Fig. 1.), deren irgend eines 
^f{x,y)d*iy ist, lassen sieb nAmlleh in Schiebten, parallel sowohl mit der w9 
als mit der yz Ebene anoadnen; nnd jeder solcher Anordnung enisprichl eine 
andere Inlegrationsfolge. Wird snerst nach y integdrt, so erbAlt man die 

Summe der auf unendlich sehmalen, mit der Axeder y parallelen Rechtecken 
stehenden Räume Integrirl man dagegen zuerst nach x, so entspriclit dieser 
Ordnung eine Thcilung der Basis in unendlich schmale Rechtecke parallel mit 
der Axe und eine Zerlegung derselben in ein Rechteck nnd in ein von 

der gegebenen Curve begrenztes Droleok. Die nuf diesen beiden Flfrnrcn 
stehenden Räiimo wprdcn also dnrch zwei lutegrale dargestellt, bei welchen 
die Integraiionsiolge die umkehrte der gegebenen und deren Summe dem Doppel- 
Integrale gleich ist. Diese Integrale sind 



Digiiizod by Google 



7. WiHekhr, über doppttte ii^effnde. 113 

Wenn bis nun ans der Gleiehnng y^xi^) 

ableilel, so erhih man die folgende bemerkotswerthe Gleiehnng: 

Einige Beispiele mögen den Gebraneb and die Bedentang dieser GleicJinag 
niber neigen. 

13. 

l^ £s sei X\x)=st^ conslant, so ergiebt sieb 

□ V U 0 

welche Gleichiin<; einen bekauuten Satz ausspricht. 

2". Es sei f{x,y) = 1 , so ergiebl sich unmiltelber 

welches das Verfahren der sogenannteo thellweisen lolegratioii ist. 

3'. Für 

lindel man 

und wenn m=sO ist, 

pd^P'"F{y)4y = i/''^F(y)dy-/^''F(y)ny)äy. 

0 0 0 x*"> 

Die analyiüsche Herleitung dieser Formel ist der Gegenstand einer Ab» 
bandinog des Herrn Prof. ScAlötniicA, ia wel€ber er dieselbe merat miltbeille. 
4°. Auf gleicbe Weise findet man 

• t 

arclang|.y'*V<y)rf,r_/'***F(y)arelangv»(y)rfy. 

O /(II) 

5 . Wir wollen noch des besondern Falles erwähnen, wenn die obere 
Grense Xk^J bescbalTen ist, dafs 

XiO) = 0 
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wird. Dann bat man 

Üm euch hier ein Beispiel wu geben, setse man 

fW) it-i'iy)y^'^^ 

nnd eiiminire or dureb dne neue Verinderliohe t, fftr welche 

ist. Da Quu ' 
ist, so erhält man die bemerfcenswerthe Gleichnng 

Specialisirt man noch welter nnd setat 

X(af) « 4P also V'Cr) = 
m-j-ii SB 1 nnd 0<ii<;l, 

so folgt 

0 0*-' 0 

Diese Formel fand zuerst Abel. (S. dieses Journal 1. Baad.) 
6*. Ebenfalls unter der Annahme ^{0)^0 aetse man 

Iransformire unicr der Voraassetaung — 1 <:>■-< + 1« wie oben durch die 
Gröfse i und bemerke, dafs 

/ <TZT'^' = iJitangC^ji«) 

ist. Dies gieht die Formel 

0 0 . - I ^ ^ 

Speciaiisirt mao aucii hier noch weiter uud setzt 

Xix) = X, also V'(r) = y» 
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90 ergiebt sich 

V, Wenn In der allgemefnen Fonnel x^^) ^ beschaffen ist, dafo 



so ist 




14. 

Wenn in den, fftp die ümkehrnnf^ der Inlegrationstolge gefundenen Formeln 
nach einer der l)eiden Verüudurlicbcn die Integrnlion ausgefüiirl werden kann, 
so sind sie zugleich Reducthm- Formeln. Dies wird aber, im Allgemeinen, 
nur dann der Fall sein , wenn die Characteristik /" der Function unter dem 
Integralzeichen näher besümmt ist. Durch sulclie Bestimmung würde Jedoch 
die Allgemeinheit, noch welchw hier Tor Allem gestrebt wird, fast ganz ver- 
bren gellen. Ich habe deshalb in den Folgenden einen Weg eingeschlagen, 
anf welchem die Rednction ohne Spesiallsimng des Pnnctlonenseichens, ja 
selbst für die volle AUgemelnbeit der obem Grenne x^ß'^) gelingt wenn nur 
die Art nnd Welse, wie se und y «uannen In der Function auftreten, also 
das Argument derselben, gegeben ist. Dafs Je'doch auch hierbei nicht von der 
voiUtän^^ Lösung aller derartigen Aorgaben die Rede swn könne, ver- 
steht sieh. 

Noch ist sn bemerken , dafs bei der vollständigen Lösung der Aufgabe 
die Reduction des Doppel'- Integrals auf ein algebraisches Problem, nämlich 
auf die Auflösung einer gewissen Glelcbnng, aarflckgefahrt wird. Wir kommen 
nur Sache. 

15. 

Nimmt man an, es sei zwischen den Gröfsen c, deren letzte 

das ArguruetiL der Function unter dem Doppel- Inlejralr» h(?zeichnen inö^e, 
eine Gleichunir <j;egeben, «o stellt der Zusammenhang deijenigcn Werlhe von 
X und y, für welche s constanl bleibt, offenbar eine krumme Linie in der 
xy Ebene dar, üher welcher die Ordinate f(z) der kiuaunen Fläche, die das 
(§.11.) Ijezeiclinete V'olumen begrenzt, unveränderlich .bleibt. Lfifil man den 
Parameter z alle möglichen VVerthe annehmen, so wird die Gesammiheit der 
daraus «itslehenden Curven jene Beziehung der Gröfsen y, z unter sich 
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reprasenUren. Irgend iwei dieser Cnrven, welche ouintelber auf anender 
folgen nnd tOr wdche die Wcftbe Ton » nur an beliebig wenig yon einander 
Terscbieden sind, scbliel^eii mit einander tSnea schmalen Streifen ein, welcher 
ais Basis einer cyUnderlaehen Schale hetrachlet werden kann, deren Höhe 

Zwei einander am Däcbsteo liegende Elemente Jener Curven sind parallel; 
oder vielmehr, wenn irgend zwei Carven, welche von den Parametern ; und 
Z abhängen, sich schneiden nnd aus der kleinen Änderung dieser Parameter 

zwei weitere, sich schnei(leTi(!( rnrvtn ontstpfien, so ist die von allen vier 
Curven eingeschlos.seoe Figur ein l'uröileiügraniiii. Der Beweis hiervon ist 
auf bekannte Weise leicht, und darf also Obergaogeii werden. 

IG. 

Hieraus ergiebt sich nun der Ausdruck für das aus zwei solchen Curven 
nnd zwei mit der y Axe parallelen geraden Linien gebildete Element des oben 
bezeichneten Streifens. Derselbe ist 

und also der des Flicbenslreifens swisehen awei Curven: 

Die Grenzen dieses Integrals ergeben sich aus den Curven, nach wdchen 
eine mit xy parallele Ebene die brumme Fläche in ibrmi auf einander fol- 
genden Lagen schneidet. Man rnnft m dem Ende den snccessiven Verlauf 
dieser Curven untersuchen. Aus den Durchscbnittspuncten ihrer Projection 
auf die xy Ebene mit der Cnrve y = xi^) nnd der Axen der x und y, 
werden aisdnnn jene Grenzen abgeleitet. 

Weiter erhält man für das Volumen -£lement den Ausdruck 

also fOr die Summe dieser Elemente: 

woxn nbermals eine Constante kommt. 

Auf gans Reiche Weise findet man ftlr diese Summe aodi noch den 
Ausdruck 

Wir werden uns jedoch an den ersteren hallen. 
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I 

Es ist kaim oOlhig, so brnnerkea, dtft dlMe TransforMitioB das Doppel- 
Ittlcgrats mit der in (f. 9.) erwih&IeD sssamnenfftllt. Nor in RQd^rieht aof 
die Grensoii der lotegntioii ooch s ist noch Einiges so eriniieni. 

Der wesentiielisto Dieost, welehen die geometrisdie ReprIseflIalioB 
leistet, l»eslelit in der erieiebterten BuHmmung dlsr Chremtm. Wenn Uerliei, 
nunentUdi in Hinsielil' anf »j noeli einige AnfnerlEsamkeit nftlliig ist, so be- 
triHI sie dio ZmeAmhaHrnmun^. 

Werden unter diesen' oder jenen, sicli nicht widersprechenden An- 
nahmen die Zeichen und, wenn es nöthig, auch die Werthe der in z vorkom- 
menden Conslanlen und die Lage und Gestalt derCorven and Flächen bestimmt; 
wird also, wie man sag!, ein Normalfftll fixirt und danach der Werth des 
Doppel -Integrals festgeselz!: «o gilt dieser Fall, in der Regel, aocb fÄr alle 
andern Fälle, sobald die früheren Voraussetzungen Stall finden. 

Aus dem Normalfall wird sich crgel>Kn. nach weicher Richtung hin 
die Ordinate ^ einer zweiten krummen Fläche, welche mit derjenigen, deren 
Ordinale f,zj ist, im Zusammenhange steht, wachst oder abnimmt, also welches 
Zeicbeu dz bekommt, wenn dx und äy positiv sind. Daruus wird man ferner 
finden, ob d» und dz gleiche, oder entgegengesetzte Zeichen haben, und wie 
man die Grensen nehmen mnfs, nm, abgesehen yon dem Zeichen von 
die positive Somme der Elemente . an finden. Die Corvo y=x(<9) soImb 
wir als in dem Ranme der posißven Halb-Axen liegend an. 

Die Anwendong dieser Regeb in den folgenden besonderen Pillen 
wird weitere allgemeine Aosfllhrongen er^area. 

17. 

Zo einmn ersten Beispiel sei 

ottd es werde also die Redoellon des Dopp^- Integrals 

y W f'^iax + by) dy 

verlangt. 

Man könnte hier dem Argumente noch ein constnntos (ilied c hinzu- 
fügen und dasselbe dadurch oiwos verallgemeinern. Indessen ist klar, dafs 
man für diese Fülle die l oriiieln ans jenen, in welchen dieses constante 
Glied weggelassen ial, uiiinitlell)ar eriialt, wenn man an die ijlellu von c ein- 
fach z-\-c setzt. Wir werden daher, der Kürze wegen, fast in allen folgenden 
Fallen dieses Glied weglassen. 

Cralte*« Iparnal t. d. HMb. 84. XLV. ReftX. 16 
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Die Ordinte s (Flg. 3.) gohAi) olbDbar einer E^em uid f{ax-\-iy) 
eMier QpÜnifvrjftfdU eo, deren Eraeuguogslinieo mil der xy Ebene penllel 
Bind. Die Streifen («It), fftr welclie diese Ordinelen uiTeranderlieh bleiben, 
sind niso, Ton parallelen geraden Linien eingeschlossen, ParßIMoframmg, 
Auch hat man 

also 

d!» = -y (x -j" Const.). 

Nimmt man a and b positiv an, so werden jene geraden Linien mit 
der j'-Axe einen slompren Winkel einscblicfscn , und man mnfs den Kaum, 
welchen das Doppel -Integral darstellt, hinsicbUich der Grenzen in drei ab- 
gesondert zu bererlinende Tlieile zerlegen. 

Die VVerllie von j?, zwischen welchen ds für den ersten, zweiten und 
dritten Theil zu nehmen ist, erstreclien sich' vermöge der Anoaliaien bezie- 
hungsweise t\ k-- * 

* von 0 bis — , 

e 

von »/'Lvi; Iiis — , 
' ^ a 

von f{z) bis §; 

wo X SS y(a;) die einsige von 0 bis« ^ vorlionimende rerile Worsel der 
Gieichnng 

.ist. Die entsprechenden Werllie van du sind also 

ab ' ab ' ah 

3Iul(ipliciri man dieselben mit f{x) und inlegrirl jeder» einzelnen Theil. 
so ist rQcksicbllicb der Grenzenbestimmung nur zu beachten, dafs in Folge 
dw Ob« die Zeichen der Constanten a und b gemachten BesUmmung, 0 der 
kleinste voritommende Werth von s nnd also dieser die untersle Chmme ist. 
Jene Integrale sind daher, in Bezog auf s, 

von 0 bis 6;c(0), 

von bx{0) bis 

von nf Iiis i^-\-hf 

wo nr Ahklrtung, wie dnrehgeheads, 
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gesetzt ist. Es findet sich also für das Volumen der Ausdruck 
oder, Dach einigen Umformungen, die Gleichung 

• o 

0 

Die Kcdnclion des Doppel -Integrals ist also auf die Auflösung einer 
Gleichung gebracht. 

Ans dieser Formel ergeben sich einige besondere Fälle. Setzt man 
nämlich a = 0, h—\, so nimmt das dritte Glied eine unbestimmte Form an. 
Bei näherer Untersuchung aber findet man .Nuil iür seinen wahren Werth 
und erhält die in (§. 12.) gefundene Formel (3.) wieder. 

Ist ferner x(,^) — V konstant, so wir4 

nnd man bat die syninetrische Gleichung 

• « 



0 0 



U. s. w. 

18. 

Das Argnnenl der Fnnetion der Qaolient sweier finemn Awh- 
drQcke, nAmlich , . 

' — + / 

Die Geetah der krammen Flflehe (Fig. 3.)« welcher diese Gleichung 
■ngehOrt, ergiebt sidi wie fei^ 

Es giebt Wertbe von » und y, Ar wdche z wesentlich nnbestiinint 
Isl. Diese Werthe sind: 

hy — ßc \^ oy — ac 



16» . 
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Dam» folgt, diA siw mil der c Axe parelMe gfemle Linie existirt, 
welche in eilen Ihren Poneten die kmmnie Ttoehe trill. Ferner enthalt die 
Fliehe ein System gerader Linien, welche, insgesannt mit der xy Ebene 
parallel, in der Projection durah den Punct («b, yb) gehen nnd dnrah die 
Gleichnng 

heBÜmmt werden. Durah irgend eine bK der « Axe parallele Ebene ge- 
schnitten, glebt die Flache Hyperbeln. Aufserdera hat sie eine Asymptoten- 
Shene, welche, mit der s Axe parallel, ebenfaUa durch den Punct (/funTo) 
gdit nnd die Axen der nnd y in den AbslAnden Anfanga- 
puncte an gerechnet, aehneideL 

£a Ist noch hinauanffl^, daft die Fliehe die dpy fibene nach einer 



geradm Lhn§ sdineidet, welche in den Abatdnden — y vom An- 

fangspunete an gerechnet, die Axen dw x nnd y darehkreost 

mmmt man die GoilidenteB c, a, ß, y insgeaMunt poailiY an, 
so ift WMiigitena einer der Werthe Xo, negativ und es wird * fflr die 
hier nlldn in Betracht kommenden positiven Werthe Ton 9 nnd y beendig 
positiv bleiben; aber abnehmen, wenn m nnd y wachsen. Der Punct dr«, y^, 
ftllt mithin nidit in den Umfsng der Integration. 

Da die geraden Linien in der Projection in einem Pnnete xusam- 
menlaufen, so sind die Streifen (dl») nicht mehr wie im vorigen Beispide 
Parallelogrannne, sondern kidne Drmeeke. 

19. " 

Nun ist 

/^\_ {ha-~ßH).r-\-hy-ßc 



folglidi 
oder 



d» = 



dz 



Das Volumen zerfalll in drei Tbcile, von welchen jeder einzeln zu berechnen 
ist. Die Werthe von x, zwischen welchen zu nehmen, findet man nach 
dem Vorhcrg^ehenden für den ersten, zweiten und drilteo Theil ohne Schwie- 
rigkeit wie folgt. Gesetxt man habe die Gleichung 
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nach X ufgcUtaol «nd 

yefiiiideD. Msd selie fener snr AbkOnoiig 

so sind die Grensen voo x obiger drei Theile 

von X, bis 

von ^1 bis VC*)* 

von bis 0 
aussudehoen und die entsprechenden Werthe von da sind 

Werden diese Ausdrücke mit f(s) luuitiplicirt, darauf besieJmngswelse 

von — bis -f- ' , — , 



▼on 



*y(0) + f .. c 



inlcgrirt und die Prodocte addirt, so erbill meo die Formel 



_ _ « 

r 7 



Eioige besondere F&Ile dieser Formel sind folgende. 



123 Wintkltr, über 4opptMt htltgnd*, 

20. 

Es sei 

Die Grenseo des Do{/peIf- Integrals seien dnrdi die Ungleichheit 

o<x4-j<i 

gegeben, also ' 

Vor Allem ist zu bemerken, dafs bei diesen Annahmen alle vorkommenden 
Warthe von s dnrchans positiv sind; wie es sidi aus der Ansicht der Gleichung 

♦ 

*+r-i 

ergiehL Folglidi gehen die beideo Grensen 

in das positiv Unendliche Uber. 

Ferner seigt sieh, daft der Ponet (dTo* Jv) *>* Gerade Mit, deren 
Gleichung y^i-^s ist. Man erhslt also 

und 5 da sieh die beiden Integrale vereinigen lassen und 
Ist, so ergieht ^ch die bekannle Formel 

Setat man in der allgemeinen Formd 

« = 1, ftsO, «e=0, ^«=1, 

so geht sie in 

0 o ' \ 0 

über, wo y>(z) ans der Gleichung x — zx(x) = 0 abxaleiten ist. 

Wir wollen weiter annehmen, es sei x(^)'=^v eonstant. Dann ist 

' «a — a 
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vod es findet eioh naeh eiD^en nsheliegeiiden TnDsfbnDilumen die symme- 
triaehe Pormel 

7 7 

Hieraus folgt x. B, 

i 

0 0'' T 0 

■? 

Die AowendDiig dieser Ergebnisse duf einzelne FAiie, %. B. auf 

mag Iiier nicht näher berührt werden. 

21. 

Das Argnueat sei non «in Aiudrncfc sweilen Grades von x nnd y, 
nnd swar 

Setil man bierin x^-f « und XuH~X ^ J*' so lassen sieh 
nnd yb so l»eslininiea, dafs die ersten Potenaen der Y«rinderlieiien weg- 
fallen and also das Aignmenl, insofern es verflnderlich ist, nur noeh die Pom 

hol. Diese Redoction gilt aber nicht mehr, wenn 

ac — b'' = 0 

isL In diesem Falle bekommt das Argument die Form 
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VoniiMgea^st, es sei«i alle Codffideiiteii poiittv aodi 

so enlspriclil dieser GleldivDg eine Reibe von Par^Mii, wekke sieb oaeb 
der RielitttDg der negatives x Oflben und deren Scheilel fiBr wadiseade Werlbe 
von s nach der Richinng der poBlUven x fortrflcken. Man bat dann 

und dieser Ausdmcli ist 

„, 0 hl. -t-»t/<°t.tf--)^ 

von v/(«) bis — -2- ^, . 

von V'(e) bis | 
in nehmen; wobei ^(ßt) aus der Gleiofaung 

gesnebt werden mnfs. 

Mulliplicirt man die drei sich ergebenden Werihe von (h mit f{z) 
und integrirt sie beaiehuogsweise 

von 0 bis M!L'4.3»;^(0), 

' von 2iix(0} bis ^+2«.!, 

voD -^ + 2»ii| bis ifi+M:^2(w|-|-«>?), 

so giebt die Snoime der drei einfachen Integrate den Werth des Doppel- 
Integrals 

• o 

Ist x{x)=7i constanl, so ist für der Ausdruck 

-i (~ 6 (jn -f 17) -j- y£4ids + 6' m -j- ( Am — «Jt)] 17) 

so setnen nnd es findet sich wieder eine symmetrisebe Formel. 
Setaen wir nvn den Fall, in wdcÜem das Argument 

ist Über die Gestalt der brummen Fliehe, welcher diese Gfeidinng ange- 
h<Hrl, iafst sich ans den folgenden Andeatnngeo eine klare Vorsletinng erlangen. 
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Die Curven, iiIkt die Ordinale z unveränderlich bleibt, sind 

Ellipsen odor Htjperbeln , je nachdem ac — posiliv oder n<!{,';itiv ist. Im 
ersleD Falle isl (üe Fhicfu? ein ellipthi hes , im ietzlen eiu hyperholinchea 
Paraholotd. AulieriiLui uuIIlu wir, um uns auf bestimmle Figuren beziehen 
zu können, a, h, c positiv annehmen. 

A. Es sei 

uc — fr 0 , 

SO ist vor Allem klar, dafs nicht negativ werden kann, indem 

a 

ist. Der zur }■ Axe (Fig. 4.) conjiigirle Durchmesser dieser Ellipsen hat 
zur X Axe eine durch den Bruch — ~ bestimmte iNeigung, welche daher 
90" öberschreilel. Die Axeo dieser Kllipsen wachsen wie die Ouadratwurzel 
aus z; auch fallen sie der RIchlung nach /.usammen. Die Ellipsen sind Con~ 
cßtUrutch und breiten sich über die ganze xy Ebene aus. Nun ist > 

also 

Vorausgesetzt man habe aus der Gleichung^ 

ax^-\-2br-/{T)A^ c/\^j:;- — z = 0, 
die einzige zwischen 0 und >' vorkoraineude reelle Wurzel x — ^/'^) ent- 
wickelt, so sind die Grenzen^ zwischen welchen ih benommen werden mufs, 
beziehungsweise für den ersten, zweiten und dritten Theil des durch das 
Doppel -integral ausgedrOckteu Volumens, 

voD 0 bis y— 4 

Ton 0 bis i, 
von bis i 

SU erstreckoll. Wodd insii ilie resullirenden Werihe mit fi*) mnltiplieirt und 
denn nach », beiiebßch * 

VOD 0 bis 

■von bis cx(0)% 

von exlfif bis «r+2^i}-|-4»}' 

CKlto*s JoDJiul t d. H. B4. XI.Y> Haft 3. 17 
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fntegrirl. so wird mnn nnch einigen Reducüooeo, welche sicli leicht ergeben, 
die folgende Formel finden: 

• 0 

^V^ir wollen einiger besoruiern Fälle dieser Formel gedenken. 
Es sei xij^) = ? oonalanL Beracksichtigt man, dafs dann 



und also 



arcsin ^ ' ^ i- = arccos-77— r — arcsin- 



ist, so erbilt nan 

y y(«?»+2ft47-+ cy»)d^ 

0 • 



Obglmch b« Herieitoag dmr Formelo einig« Annabmen gemacht wurden, 
so gelten sie dennoch allgemein; wie nmn sich leicht direct Abersengen bann. 
Es sfl in der letstem Formel oo, so bat man 

Ist hier «mb aodi 17 oo, so ergi^ tiefa 



/• /— arc cos , . ^« 
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7. m»eiier, Her doppeHe iwttgraU, 137 
Far b=^0 eriuUt man Jiieraiu die bekannte Formel 

Selzl man f(z) = e~' so wird 



arccos— — - 
f{uc) 



worans fOr As=0, die schon in ($«^0 eniheltene Gleichung 

f ^dx - i/^ folgt. 

23. 

B. Es sei 

In diesen Falle sind die Corven in der Ebene ifyptrbelm, nnd da 

( Vijr+Ay)*— (6'--oc)y* 
a 

ist, so sieht man, dafs die FlAehe, deren Ordinate -z hl, die xy Ebene 
scbneidel, und swar nach zwei geraden Linien, welciie durch die Gleichung' 

fix \ {b±)' h^—ac'Jy 0 
gegebsn sind. In Fol<fo der Annahme, dals u, h, c positiv ?eion. geht keine 
dioser Geraden zwischen den heiden positiven Ilalb-Axen hindurch. Diese 
geraden Linien sind die Asympfoleti alier Hyperbeln, deren Mittelpunct im 
Ursprung der Coordinaten liegt und deren Axen der RiLl)lii;i<r nach znsammen- 
fallen. Diese Hyperbeln ffillen den »anzen Haian der xy Ebene ans. Die 
krumme Fläche entfernt su Ii lur wachsende Werlbe von x und y stets mehr 
von der xy Ebene. Dies vorausgetzt, ist nun 

Die Grensen, swleehen welchen dieser Ansdmdt nach x und sptler 
nach ar an nehmen Ist, sind dieselben wie im vorigen Falle. Es ist also 

fhxf'"^nax'-^2bxy-Ycf)dy 

1 



0 
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Ist conslaol, also 

80 braachl man Dttr za erwigen, dafs 

iät, und hierin ip{z) stall und tj slall y zu setzen, um folgende symmelriscbe 
Formel zu erhallen: 

Es ist kaum nölhig zu bemerken, dufs man diese Forniphi mu Ii aus 
denen des vorigen Paragraphs halte ableiten können, wenn man sich der be- 
kannten Helatiun zwischen Luu^arilhnien und Bogen bedient bitte. 

Setzt man | = aci, so erhäil man 

0 o 

Ist endlich aoch nooh i; s oc , so Gndel sich 

Bei diesen beiden Formeln sind a und c positiv angenommen. 

Für ases'o werdoB nlle ResnKale anbniDchlNir; iodesaoB ist die 
direefe Herieitang in diesem Felle sehr ieidiL Bezdohaet V'(2) die einsige 
swisohen 0 und i vorl^ommende reeUe Wnrzel der Glcichang 

90 ist 
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129 



»d weDB = V eonstont ist: 

24. 

Das Argument aei non eine f^rochtM Fuiu^um sweii«t Gradea 
swischen x und y$ and swar wollen wir, in Toller Allgemeinlieit, 

tu*-\'Uxy\-ey*-\-2mx + 2ny -f l 

annebnaen, jedoeb wegen der grofien WeiUanftlgfceit der Endresnllale auf 
die Naehweiaang ans beaebrinken, wie die Rednction des entoprecbenden 
Doppel -lalegralä geaebiebl. 

Um Ober dte Qeatatt der Flicbo C^g. ö.), deren Ordinate 9 ist, Anf- 
acblttfa SQ erhalten, ist vor Allem an bemerken, dafe die Garven in der 
wy Ebene, über weleben % eonslant bleibt, die in der Gleicbnng 
(1.) («a!-a)«*+2(/fe--*)*y+(y«--«)/+2(;i*--w)ar+2(w-Hi)y+Ä«-l= 0 
enthaltenen Kti^eUekmtiKßmm sind. Der Verlanf, weldiea dieselben für die 
anf dnander folgenden Werlhe von c nehmen, ist bemerkenswerth nnd er- 
giebt sich ans den folgenden Betracblnngen. Man sieht bald, da6 mehrere 
gerade Linien existiren, wdohe, roll der jp^r Ebene parallel, gans in der 
kranmen Fliehe liegen. Die Werlhe von z, welche diesen Linien enlspreehen, 
sind die Wdrsein der cabischen Gleichung 

(2.) («» — a)(j<« — w)» — 2 (/?« —*>(/*« — mX»« — fi)+(yaf — c)Qm — »•)' 

Für jeden dieser Werthe linden awel gerade lAnh» Statt, deren ProjedioneQ 
die Gleiebnng 

angehört, wo A nnd B ans den Gleidiongen 

)(y«-i)ii*+2(iJ«-*)il+a«-« -= 0, 
^^•f ((y«-«)J|»+2(i«-»)B+i«-/ = 0 
abaaleilen sind. 

Da nan Im Allgemeinen drei Wnnelwerthe von « Statt finden, so 
giebt es im Gönnen uckt y e/aitfe Linhn von der gedachten Art. Die Coor- 
innalen der Poncte, in welchen sidi je awei dieser demselben « entsprechende 
Geraden schneiden, lassen sich ans den angefahrten Gleichungen finden. Sie 
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entspreclieii Mgleicb den Puncten der krummen FlAcbe, für weiche 

a = «. (^) = » 

ist. Auch lossen sich die ruiiclo bestimmen, in welchen sich die Projeclionen 
der geraden Linien (in der jy KIteiie) schneiden, welche zu den drei ver- 
schiedenen Wurzelwerlhei) von gehören. Diese Puncle sind zugleich die- 
jenigen, für welche z wesentlich unbestimmt wird und fOr welche also 

iiu--\ 2Äjry-f cy'-f 2mx-f-2ny+/ = 0, 
^ j « ]- 2/^xy-|- yf -j- 2,ux- -| ■ 2»y -{ ;i = 0 

ist. Eliminirl man aus diesen Gleichungen eine der Coordinaten. so erhall man 
für die andere eine (jleichung vom vierten Grade; äo dafs also im Allge- 
weinen die Ordinate s viermal uobcslimmt wird. 

Daß sieh die secb« Geraden in den vier PoBeten sdmeld«!, deren . 
Coordioaten die Gleichungen (4.) geben, ergiebt sich eiofadi daraus« dab 
man in der Tbat wieder auf die Glekbiing (2.) surOckliomnit, wenn man die 
Bedingungen sucht, welche erfolll werden mfiasen, damit» ein^ gerade Linie 
ifgend zwei Jener vier Puncte enthalte. 

Hieraus folgt, iKe Preßäi^nMen dtr mcA» Geraään i» dw 
xy Ebene ein Viereck mi seinen surei Diagonalen bilden und ddft durch 
iße Eekfftmete deeeelhm vier wH if«r z Axe fWüÜMe Geraden gekm, 
wdehe ga»s in der Fläche Hegen, Solcher Linien sind also im Gänsen 
zehn nu bemerken. 

Die zu dersclhen Wur/.el z gehörigen Paare gerader Linien sollen durch 
(1,1), (2.2), (3,3) und ihre resp. Durcbscbnillspuncte mit 1, U, III be- 
zeichnet werden. 

> 

35. 

Die Projectionen der Cnrven (Fig. 5.) , Ober welchen die Ordinate z 
constant bleibt und welche man aus den mit der xy Ebene parallelen Schnitten 
der Icrummen FlAcbe erfafllt, mOssen, da z in den oben beseicbneten vier 
Puncten unbestimmt wird, insgesammt durch diese Puncle gehen. 

Von ^Üpeen in gerade lAmen und ^perMn nach und nach über- 
gehend, stellen sie die Gesammtheil aller Kegelscbnittslinien dar, walcbe durch • 
vier gegebene Puncto gelegt werden kftnnen und welche durch die Gleichung (1.) 
bestimmt werden. Dn ferner z ffir alle reellen Werihe von w und y reell 
bleibt, so fallen jene Cnrven den ganzen Raum der xy Ebene ans. 
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So wie es bftafig Dicht leicht ist, den Lauf einer Curve aus ihrer 
Gleichung zn erkennen, so bietet die allgemeine Ctirvenlehre noch weniger 
Anhall 'puncte für die Veransclniiiücliünrj He« siuTfssiveo Verlaufs, der (Jeslails- 
ver;iii(l(Tun2' etc. unendlich vieler Chirven (J:ii . welche aus der Vcrfinderlicli- 
keil eines Paranielers hervorgehen. Für den vorliegenden Zweck scheint 
das sicherste Miüel zu sein, dafs man, wie bisher geschähe, (iiei>eu Parameter 
als die Ordinate einer krummen Fläche belrachlet. darauf, was nicht selten 
leicht ist, sich von deren Gestalt eiuu V'ürslelluug versclialii und dann von 
jener Flache auf die gesuchten Curven zarackschliefsl. 

Dadur«^ findet man fdr das obige Beispiel , dafs sieb ▼on iwei Seiteii 
her den Pancten I, I(, III die Scheitel MeXw Ut/fierM-ÄMU nftfaern, deren 
Asymptotenwinl^el stets wichst und an gröfslen ist, wenn die Hyperbeln in 
die Geraden (l,l)i (3,3), (3,3) flbergegaogen sind, nnd dafs von den 
Hyperbeln, deren Scheitel sich dem Pnacle III nahern, jeder Ast dardi Kwei 
der viar Puicte gebt, wflbrend von den Hyperbeln , deren Scheitel sieb den 
Paneten I nnd II nibera, je ein Ast dnrch alie vier, der andere durch keinen 
jener Puncto gehl. Aach aeigt sieb, dafs der Scheitel dieses letalem Astes 
von Poneto I oder II ans in's Unendliche fortruckt, wfibreod jener des 
sweiten Astes nur eine Ideine Bewegung macht. Wenn der Scheitel des 
erstem im Unendlichen liegt, so geht die Curve in eine Ellipse über, welche 
dann einen weitern Theil des divergirenden Raumes (1,1) oder (2, 2 j aus- 
fallt. Eine weitere Untersuchung der Fläche driller Ordnung gehört nicht hierher. 

Wie hier das Doppel - Inlegral dargesteiit werden könne, will ich nur kurz 

andenlen. Stellt man (J0 auf, so ergiebt sich fSr ä$ ein Ansdrack in Bogen 

oder Logarithmen, dessen WeidAnrtigkeit seine MittbeOnng hier nicht 'gestattet 

Die Grenzen der Integrationen nach x nnd « findet man ihnlidi wie 
in den vor^en Pillen. Nur wenn der Punct, ffir welchen « nnbesUmml wird, 
M den Raum der Cnrve y^XK'^) ^^^^^ ist eine besondere Aufmerksam- 
keil ndthig. 

Die Hi^iMikeit der Redacfion des Doppel -Integrals, so wie die Art, 
wie sie geschieht, ist somit nachgewiesen nnd also die Eingangs gestellte 
An^Biabe gelöset. 

36. 

Wir beschranken die Anwendong der obigen BemeAungen auf fol- 
gmdf n speeiaUen Fall. 
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Es sei ' 

Die Fläche, deren Ordinate s ist, giebt, parallel oiit der ;r^- Ebene gescbnitt«a, 
die durch die Gleichung 

(«« — a)x' -\- {ßz - b)f -f ^2 - c ^ 0 
ausgedrückte Curve. Die Glekhungea (4.) sind hier 

ihre Wurzeln sind 

wo die Zeichen nicht correspoadirea. 

Sind diese Wurzeln reell, so finden vier Puncle Statt, in welchen z 
unbeslimmt wird und welche, symmetrisch um den AnfeogspuDet liegend , die- 
Eekpnocle eines Rechtecks bilden. 

Die cobisebe Gleichnng (3.) giebt hier 

und es können also Mchs, den reellen' Warsein 

«6c 
1* 7 

enispreebende gerade Linien anf der Fliehe Statt linden. 

Die Glelcbungeo (3.) der Projectionen dieser Geraden g^en in 

über und verwandeln sich 

für in y=:±yg^, 



für * = -^ in r=^±\^> 
für ^ = - .n ^ = ±a.y-jj^. 



Sind die WnrselgrA&en insgesamnit reell, so glebt es, wie im frOher be- 
merkten allgemelnslen Falle, Mek$ gerade Linien, welche durch die vier 
Poncte geben , deren Coordinalen «Vi, y„ sind und weldie ein R»€lU*ek mit 
seinen beiden Diagonalen bilden. 
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Nun können aber von jenen Wurzeln einige imaginär sein , und es 
sind lar Unterscheiduog der hierbei mögliclien FiUe die folgenden Zeichen- 
TerbinduBgeD ir lierflelufditigeii: 

by — ßc ay — «c oy— «c 

+ + +. 



+ 



+ 



+ 



Andere Fälle giebt es nicht. 

Im ersten Fall finden moiU gerade Linien Statt; 

Im zweiten Fall nur ewei gerade Linien, parallel mit der x Axe; 

Im dritten Fall nur zwei gerade Linien, parallel rail der y Axe; 
Im vierten Fall nur zwei gerade Linien, wclclie irh im Aofangspuncte 
schneiden ond gleiche Winkel mit den Axen einschiiefsen. 

Der zweite und dritte Fall folgen auseinander, wenn man die Axen 
iiiiteinander verlaii'^cht Der Verlauf der Curven läfst sich aiis dcn frfihprpn 
Andeutungen sogleit li erkennen, Ilinsichtiich der Zusammensetzung des Doppel- 
Integrals ist zu bemerken, dal;:; man aus der Unterscheidung, ob der Streifen 
ds von zwei Eitipeen- oder von zwei Hyperbel -Bogen begrenzt wird, fOr ' 

^ beuelmngsweise die AnadrOcke 



dz 

{aß-ttb ^ 



4{az — a)(ßz~b\i 



Censt 



erhält. Will man das Imaginäre vermeiden, so mufs man das Integral mit 
Rücksicht auf die oben unlerschiedenen Fälle zusammensetzen. Nach den bis- 
herigen Ausführungen hat sowohl Dies, als die Ermiltelong der einseinen Gren- 
zeopaare keine Schwierigkeil. 

Wenn die Curve analog wie es in (§.20.) der Fall war, 

mit einer der Curven in der xy Ebene fär einen besondem Werth von z 

CnUei ionnua f. d. M. Bd. XLV, Heft 2. 18 
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■usMimwfillt, so molli die Glefdraog 4rs!3^(s) «ine mbeitimiiitd Porin an- 
sehnen. Jene Corve sei dnreh die Gleldmng 

^geben. Zur Bestimninng von ^>{z) hat man dann: 
Diese Gleiehmig findet identiscb Stell, wenn 

oder weoD 

oder endlich, wenn 

ist Angenennien die CoSffidenten erfflllen diese Gleichung, so serflilt das 
Doppel -Integral in swel Theile, fOr welche sich x 

von 0 bis \ f^—^ 

von 0 bis I 

erstreckt Wenn aan die beiden fttr i» sich ^gebenden Ausdrlh^e mit 
mnltiplicirt and dann beiiehUcb ' 

Yon — bis —Irl—, 

oder von - „ bis -^ttt-t — 

inlegrlrt, so erhdit man 

f 

, ((«^+a6)y-2a/fe}z+(a/g+aA)c-2a6y .^y/ «^N>^^^^ 
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Man nehine brnpidswAise an, as handta aidi am dia Compkmatkn de» 

ist, so iiat bekanntlich ein Theii seiner Oberfläche 

NJD Avsdmck. IHe frflhare Badinguogsgleicbung fttr tfie Cofiflicienlai wird 
hier dTenbar erfflllL Anch ist 

Die Aosfflhrnng der Rechnung , bei welcher I noch anbestimint bleibt, werde 
weggelassen und das Beispiel aiir unter der Annahme 

I = A 

vollendet, wo man dann den achten Thcil der Oberfläche erhält. Voraosgesetzt, dafs 
Ist, so «fjgiebt sich 

■ Per letste TbeO der all^neinen Formel ftilt-also weg, und dieGreosen des 
ersteren rind 1 und oo. Der gedadite Inhalt ist mlthm 

_ . (A*^B*)€- r A«+i>* P'' . 

• V» — — Ii—; 

Dieses Integral lärst sich in zwei andere zerlegen, welche auf die Form 

Mptiaeker inUHfraU von der ersten nnd aweiten Gattung gebracht werden kön> 

^1 u» ßt fjt 

nen. Seist man nimlich ssl* nnd mir Abkörnug — 1?*, m 
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mnlüplicirt den obigen Audradc mit 8, nm die Oberflielie dee ganten EUipecIde 
10 finden, und erwigt, dab 

ist, so nimmt der Ausdruck die bekannte Form an; nämlich 

27. 

Bis hierher konnte das AririHiicnl der Function succcssive eine allge- 
meinere Form haben und die HimIucIkhi jedesmal vollständig ausgeführt werden. 
Mit der allgemeinen Form einer rationalen Function zweiten Grades zwischen 
zwei Veränderlichen horl Dies (einig'e besondere Fülle ausgciiuminen} insofern 
aul . als sich ds nicht mehr in geschlossener Form ausdrücken lafst. Das 
Verfahren zur Bestimmung der Grenzen erleidet jedoch keine Änderung. Die 
Lösung der Aufgabe bfilt also gewissermafsen gleichen Schritt mit der endlichen 
Darstellung der einfachen unbestimmten Integrale, wddie aieh auf Anadrttcke 
von' den auf einander folgenden Graden belieben. Analog wie bei diesen, - 
lassen sich beliebig viele FAlie beseichnen, in wdldien die RedncUon des 
Doppel- Integrals voUslindlg aasgeflBhrt werden kann. Eln^ einfachere FiUe 
dieser Art mögen erörtert werden. 

28. 

£s sei 
so isl - 

ä9 = -^^({ax^ßr "-f Const.). 

Die Fläche, deren Ordinale c ist. schneidet die xy Kbene läng? cinnr 
niiL (lei X Axe paraiielea geraden Linie. Ferner wird % über allen Puncten einer 
mit der y Axe parallelen Geraden nnendUch grofs. Für jPo — nod 

— wird 9 wesentlldi nnbesttmmt, «nd es gehört also die durch diesmi 
.Pnnot gehende^ mit der s A:re parallele gerade Linie mit allen ihren Panclen 
Bur Fliehe. DieCurven, Ober welchen c nnverinderlidi bleibt, sind, je nach- 
dem positiv oder negativ Ist, kdkere ParAtUn o&ef ByperMm, geben 
iusgesammt durch den Pnnct («u/v) und reduciren sich xweimal auf gerade 
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liniei, wekhe mält den Axea der 9 md y parallel sind. ISnd m und a 
ganse ^hlen, so breilen sieh diese CiinreB Uber die ganie xy Ebene ans. 

.Die Grenzen, zwischen welchen 4» za nehmen ist, erstrecken sich 

TOD ^Iz:^ bis 

k 

m I 

von bis v^(s}« 

•a? 

▼on 0 bis V^(»); 
wo V(*) Warael der Gleiehonf 

(a;c(a?)-f*)- — a:(ßa:-f 0 ist. 

Maltiplicirt luau die sjch ergebenden VVerlhe von ds mit f{z) und 
integrirl sie hierauf, besieUich 

so findet sieh folgende Gleichnng: 



(ajf+6)'" 



Ist hier x{^) = V constant, so äodei man nacli einigen Umformungen: 
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Es ist kaom nölbig zu bemerken, dofs, mit Zulassung des Imaginären^ 
diese Gleichungen für alle Werlbe von tn und n gellen. Nur für wi— — « 
werden sie unbrauchbar. Iü (licsem Falle aber lasseu sieb die betrefTeDden 
Resultate aus (§. 23.) ableiten. 

Die gefundenen Formeln werden beträchtlich einfacher, wenn man h 
und dann auch ß Null werden läfsU Setzt man aufserdem a = a = t^ so 
ergiebt sich 

I- 

wo m' und I» posiKv ToraDSgesettt sind imd ^(«) die.Wursd der Glelchmig 
isL Ist x{*) — n oonsttDt, to folgt 

Wie diese Restdiete aof elnetoe Fdle, i. B. aaf di^ PonclioD 

anzuwenden sind, bedarf keiner besoodera AusemaodersetsuDg. 



"1 



Vi 
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Wir wollen nur noch bemerken, dafs sich, wenn b and ß =^0^ a und 
o = i sind, fi negativ ist und — it statt n gesetzt wird, die Fonnelii 

0 0 0 

ergeben, wo die Wurzel der Gleichung 

^F" y/T)'^ — z = 0 ist. 
Wenji x,ij^)r=^ Goastant ist, so findet sich 

F,Ar 91 «SM ist das oben schoa Bameikte wn berfleksiciit^B. 

29. ■ ^ 

Es sei weiter der Ansdnidc 

gegeben. Demselben entspricht das £Iemeat 

oder, wenü man eine neue Veränderliche welche durch die Gleichung 

besUmmt wird, eliiffilurt: 

d» = ~B»».-~^<fo(yr-'(l— 0'"~'<^+Const.). 

Dieses Integral Isftt skb, wie bekannt, nnbestimnil linden, wenn entweder 

m, oder m-f n> oder » 

eine ganse Zahl ist 

Um die Cremen der Integrale au beolieinen, aus weleben das Doppel- 
Inlagral insaBunengesetzt ist, mnfi man. unterscheiden, ob a» und n Cetebe 
oder verM^edene Zelcben haben. Man nehme anerst an, «s seM» m tmif n 
piMf nad bexeichne wieder dorch ^ einsigen redien, awi'sehen 0 . 
and I vorkommenden Werth von x, welcher der Glelchang 

ax"" ■\- b ■/( xY — z = 0 
Genüge leistet, so sind die Grenzen der Integration nach x, 

« 

r t 
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. von 


0 bis 




▼OB 


0 bis 




▼on 


0 Iris 





also die ontspnflheadflB nsdi 

▼on 1 bis 0, 

▼Oll 1 bis 1-4^"* 



Ton 1 bis 1 — 5-V(«)"i 
ferner die Grenzen der darauf folgenden Integration nach z, 

- von 0 bis 

1 II 
voo al^ Us ü§^-\-ari\ 

* 1 tl 
von «F-\-hrf bis by^df 

auszudehnen*, wie sieb Dies ohne Mühe linden läfsl. Es ist aUo ' 

f'^dx p^^'^fiaJ- + bf) dy 



i i. _ J. 



isl die (jieiiiie v-'"} conslant und — und lührl iiiua unler dieser 
Annahme die Umformungen der Gleichung durch, welche ihr eine symme- 
trisdie Form geben, so erbalt man 
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• 9 

* ' ' • ♦ • 

■L. JL ' 



• l-i,;- 

MU bekanolen Rmllaten Obereinstimnieod findet man hieraus, wenn a 
viid b positiv sind: 

0 0 ' 0 

30. 

Für den Fall, dafs einer der Exponcnlen in der obigen Form des 
Argoments negativ ist, wollen wir beiäpieläweise 

seilen und n positiv «nnehmeD. 

Die Fliehe, welcher diese Gleicbang angehört, giebt, parallel nlt z 
und der yz Kbene geschnitten , AöMere Pttrt^Mm und Hyptrb§bi. Die Schnitte 
parallel mit der xy Ebene geben vier Cnrvensysleme, je nacfadem n gerade 
oder ungerade ist nnd a und b gleiche oder verschiedene Zeichen haben. 

Es seien a und b positiv und n sei eine gerade Zahl. In diesem Falle 
ist Jede Cnrve zwischen zwei mit der y Axe parallelen 'Asymptoten oin<re-> 
schlössen and der Scheitel entfernt sich von der jp Axe nm so mehr, je 
kleiner z wird. Fflr ein uoeDdlich grofses s fillt die Cnrve mit der x Axe 
zusammen. 

Ist n uiu/erade, so fslli eine der mhi dt r y Axe parallelen Asymptoten 
weg und slaU ihrer wird die x Axe zur Asymplolo. 

Haben a und h enl^egengeselzle Zeichen, so nehmen die Curven, so- 
wohl für ein gerades, als für ein ungerades n, in Bezug auf die Cuordinaten- 
Axen die entgegengesetzte Lage und Richtung an. 

Grell*'« Jramtl t d. M. Bd. XLV. H«ft S. 19 
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Wir haben Bim 



4» = -±i{at,).dzp- 



welches. Integral, dem vorhergehenden Paregreph genlfe, nnbestimml gefnn- 
den werden kenn. Man whftU 

Bezeichnet nun ^{z) die Wurzel der Gleichung 

(fl« — 0* = 0, 

'M ist 4k 

▼on 0 his I, 

▼OD 0 h!e %p{z) 

Sil nehmen, nnd wenn man die reaaltirenden Werthe von i» mit f{z) mnl^ 
ti|ilicirt nnd heniehnngeweise 

von oo bis ^ + jj;r» 
5' , 6 . . b 

von bis -jjr;: 

integrirt, so erhilt man 



Wenn x(^)»='7 eonelant isl, erglebt sieh hierans 



?+7 ? 
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7. mnekUrs vUr dopptUe iiUegr*üe. 148 

Fflr f 83 ocist 

Anf gaos flbniidi« Weise findet men, wenn wieder m und A positiv 
sind nnd » eine ZeM beseiehnet, die Formel - 



wo V(^) Aii^ Gleichung 

(te — 4P" — «* 0 

«i ermitteln isl. 

Wenn eonstant ist, gtüA die Formel in 

f" F * 

über. Ist insbesondere noch 7;=roo, so Mg\: 

Es licrse sieb zeigen, dafs diese Formeln für alle positiven Wertbe 

von n guilig sind. 

Scbliefslicli ist zu bemerken, dafs für alle rnlionalen Wertbe von n 
des Doppel -Integral, dessen Argameot der allgemeinere Amdmck 

ist, auf Quadraturen gebracht werden kann. Die Resultate kdnoen hier nicht 
wohl ausgeführt werden. 



19 • 
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3ir 

Es sei 

so wird es, mit den notliweidlgeD Untersciieidangen, ob n eine gerade oder eine 
ungerade positive ZalU ist ond ob a ond b gleiche oder versdiiedene Zeichen 
heben, nicht schwer sein, die Gesielt der krummen Fliehe, so wie euch den 
Lanf der Cnrven so finden, welche die Schnitte parallel mit der Ebene bilden. 

Wir wollen nur des einen der vier möglichen FAlle gedenken, und uwar 
annehmen, die Coftlficienlen a, b, a, ß haben gleiche Zeilen und » sei mne 
gerade Zahl Alsdann nShera sidi die Cbrven der Ebene einer mit der 
a!' Axe paraileleo Asymptote, deren Entfernung von dieser Aze « — isL 

Diese Cnrven sin'd symmetrisch cur y Axe und Jede einnelne hat nwei 
Wendepuncte. 

Dies voraosgeselst, erhilt man 



oder, wenn man eine ueae Veränderliche 1, welche durch die üleichuog 

X s= y' — 

bestimmt wird, einfahrt: 

Dieses lolegral ist, wie bekannt, stets findbar ^ also läfst sich die Re- 
ihiction des Di^pel- Integrals stets ausföhren. Die Grenten, nwisi^eii weleheii 
d* wA und nach so nehmen, ist, erstrecken sich, wie man, den obigen An- 
deutungen geroCJä, sehen wird, nach x 



von 0 bis 



ß 

von 0 bis |, 
von 0 bis V^(ar); 
wo v(^) AuflAsung der Gleichung 

darälellt. Das integral nach / ist also be^ieblicb 
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7. Winekler, über doppelte iniegrate, 145 
von 0 bis yCl-—), 



von 0 bis „ — ~- ■> 

n 



Ton Q bis 



sn nehmen. MuHiplicirt man die Wertbe von ds mit f(z) und iotegrirl nach z, 

von 6/?" bis («1"-^ 

von («r-fÄ),^" bis -|-/^}% 

von (fll" i /'>)(«^/T/^)'' bis 6(«x(0H/O% 

so ersieht sich die folgende Formel, durch welche die verlangte Reduction 
ausgeführt ist: 

\ ^ ^.p^('~^) dt 



1— r 



Ist hier xi^)'^V conslaht, ao findet man naeh einigen Umfornrangen : 



• • nue?*{^ z * ^ 
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Der Rmid gestaltet nicht, «ne gröfeere ADBalil algebraiecber Pormeii 
des Argnmenls, eof .welche des bisherige Verfehren enwendber ist nod derea 
sich heiiebig vi^e angeben lassen, ansfOhrlich aa antersncben. Wir mflasen 
uns auf die angefohrten einfachsten Pdle besehrttken. Indessen werden sich 
die Reduclionsformeln mil gleicher Leichtl^eit aufstellen lasaw, wenn das 
Argunieot einer der folgenden Ausdrücke Ist: 

wo X irgend eine rationale Fnnction von x beseichnet. U. s. f. 

Für itaiueettdmU Ansdradce bleibt das Verfahren dasselbe, aber die 
Tollstindige Lftsnng der Aufgabe gdingt seltener, weil hier die Darstetlang 
des Elements ä* in endlicher Form seltener möglich ist, als bei algebrai- 
schen Aosdrflcken. Es mögen einige hierher gehdrige Falle betrachtet werden. 



Es sei 
so bat man 



33. 

d» ^ --^{logC«^---a)+Const.j. 



Die Gurren in der sy Ebene haben Asymptoten, die mit den Coordinaten- 
Axen parallel sind und deren Lage durch die Coordinaten 

s= i. log und yo — -j^^Sj- 

bestimmt wird. 

Ist die einzige swiscben 0 und | li^nde reelle Wdrad der 
Gleichung 

und Ulfst man d» 

von 0 bis llog^, 

von u»(«) bis 
von ^(9) bis 
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niul die spätere InlagntioB oaeli s 

▼OD a-\-h bis a\-be^, 

von «-{-Äeftw bis ««-^ 

voo 4M*S-f-A bis ^ 
sich erslredEeft, so wird die GleiebiiD^ 

finden. Ist xCar) eonstant, so srhAlt eian bieraes 

• 0 

• • • 

'Seilt meD bier £ 17 s oo, so ergiebt sieb, in der Voraosselinig deft 
a, h, », ß positiv sind: 

wie siob eneb euf esderst Wege finden lieAe. 
Es sei 1. B. 

ferner asssß und «s^s^^ 90 ist 
oder, da 

/•*-"^ 1/'-^^ i.B(0 

ist, so ergiebt sich für den lulcgrallogarilbuius die neue Relation 

oder 

=«a/* d-»"log(2«-l)|5. 
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lotdgrirt man beideneito 'iwcli a ivriMhen den Greniai ff und 00, so findet 
sieh die benerkenewerthe Gleiehflng 

auf weldie wieder beliebijf ofl dieselbe Operation anfewendel werden itann. 

Es werde sebKefslidi bemerkt, dafs sich die Rednclion des Doppel- 
Integrals ebenfalls voUstflndig erreichen Ififsl, wenn das Argomenl einer der 
Ansdrttcke 

u. s. w. ist, wo X irgend mne PaneÜon von x beaeicbnet. 

■ 

Fftr jelst beschranke ieh mich auf die Betrachtung des folgenden Falles. 

34. 

£s sei 

a cos .)■ -\ b X c 

so ist 

dt ^ ^ — ^(asitt«— Aco8dp-f cf-j-Const.). 

Die PIflche, deren Ordinate e ist, hat eine mit stt parallele Asymptoten- 

Ebeuo, welche durch yi,= — ~ bestimmt wird; und sie durchschneidet die 
Ebene unendlicii oft nach PnrallelcQ zury Axe, welche durch die Gleichungen 

mxo — -fjpji , coaaru jqi^i 

gegeben änd. In den Pnneten (j-u, y») bleibt 9 jedesmal wesentlich unbe- 
stimmt, so daÜB alle Curven in der Ebene durck diese Puncto gehen. Die 
Ordinate y jener Carven erreicht Haxima und Minima fOr 

langj? == — und y = — ii4--=^.^ — i — . 

Nach diesen Andeutungen hat die Bealimnung der Grensen keine Schwierigkeit. 
Betrachten wir nun den besondern Fall 

90 ist 
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7, H inckler, über doppelte Integrale. 149 

und ninuBt mao an, es solle aadi w, twisdieii — x„ md -|-'o* und neob y 
von 0 bis OD iDtegrirt werdeo, so ergiebk sid 

nnd wenn mm vor AfakarxoDg 

selzl, so lindet man ächliefslicb diu Gleichung 

J 

35. 

Bisher wnrde aageoommen, es i£Oiiinie anfeer der Fanclion f kein ver- 
iaderÜdier Factor nnler den Inle^laeieben vor. Aber auch wena ein soldier 
. Fielor F*(9, y) hiBsvkomml, iafat sieb das Verfabren fast nnverindert ancb 
auf diesen Fall anwenden. 

Beaeiehnet man nlmlieh das Areament der Fanctioo f wie4er mit « 
nnd efiminirt die Verflnderlicbe y, wodareb ir(x,y) aar Fnnelion von ar und « 
wird, so iMsiebt sieb die Integralioa naeb x, statt auf die Bildung der Snnme 

von Flieben-Eleaienten (^^^dzix eines Streifens mmaiebr auf .die Snm- 

miroDg von Elementen 

wobei man sieb ooter F(x,y) etwa die Diekfigk^ des Elements (^^^dz4x 
vorstellen kann. Hat man dvreb die Integration 

dS = äz(y(!^)Fia:,y)ds-\- Consu) 

gefiinden, so bestebt nan das Doppel- Integral ans Tbeilen von der F^frm 

//•(«) rfÄ-jConst. 

Die ßestimnnaig der Grenzen nach x und s geschiebt genau auf dieselbe 
Weise wie bisher, und die Grenswerthe sind dieselben Ausdrucke wi* früher, 
wenn das Argument dasselbe ist. Wir fOgfcn nur noch bei, dafs durcii ilin- 
zukommen des 1' aclors F entweder one Verallgeiiieinerüng der früheren Er- 
gebnisse erreicht, oder, wie In mehreren der folgenden Fille, die Redaetfon 
des Doppel -Integrals ermöglicht wird. 

Ci«U«*a Joiniat f. d. Math. Bd. XLT. Heft». 30 
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Es isl kaam nölhig zu bemerken, dafs es öfters avveckmälsiger ist, 
statt r, die Veränderliche x zu eliniiniren und dS durch Integration nach y 
abzuleiten, so dafs 

Eotbüt Farn eine der VeräaderlidieD, so ist auf gleiche Weise ni 

verfahren. 

Die Anwendung auf die folgenden Fälle, welche, wie idi glaube, be- 
sondere Beachlaog Yerdienen, wird weitere AuseinanderselsaDgen ersparen. 

36. 

Es sei sanflebst wieder 
und nun 

also 

rfS- — r^^hr^K- — — [ CoDst.}. 

niuz,-\- (iiii-i -f-Omv ^ ^ — att.r-\-bv-]-fiZ ' f 
DicGreiueii, zwischen welchen Hie^er Aufdruck genommen nnd spälor nach c in- 
tegrirt werden mufs, sind die in C§- 170 angegebenen. Es findet sich also die Formel 

dv 



(mx-\-n)(fty-\-V) 



f(z)d9 . imz, -f na) (ftz-\- vlt — o^g) 

Diese Fonnel wird vollständig symmetriscb, wenn die obere Greose 
eonstant ist. Nach einigen leichten Uaiforamogeii fladet man 

0 0 

/"(Si)^^ 1^ (^5 -j- y& — o,"^ K w :> na) 
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Für I = = 3c folgt hieraus 

Seist man hierin in = /t^ iis=:v, aasft and 
80 folgt 

Zar Verifiealioii leite nen bleraua 

ab und verbinde diese Formel mit der in ($.38.) geftindenen, dnn wird man 
SD folgender bekannten Glmdinng gelangen: 

J X — 9 ^ ' 

87. 

Indem wir das obige Argument beibehalten , möge 

gesetzt werden. AUdana ergiebt sich 

Setzt man der Kürze wegen 

Da -= ß«-f C* = a», 

90 ergiebt sich 



80 



* 
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Die Imafntion nneh x Isbt sich immer mibeatimmt ausfiBlireii, weBn entweder 

», oder m — oder f* 
eiae ßMze Zahl ist. In diesen Pillen kenn also die Rednclion des Doppel- 
Integrals vollständig gesoheben. Die allgemeine AnsfQhmng kann kier Jedodi 
nicht Platz finden und wir mtlssen .ims anf die Betrachtnog einiger spedellen 
FflUe beschranken. 
Es sei 

X{x) = a;, also = 
Dann ergiebl sich aus obiger Formel: 

Setzt man 

!=£-< 

OB — 9 

nnd liegt n swiscken 0 nnd 1, so gebt das Inlegral nach x in 

#+1 ~" rinn 



fiber and man erhtit also die in 13.) gefnndene Formet wieder. 
Za einem swellen Beispiel wollen wir annehnmi: 

Hier isl 

oder 

Nach der allgemeinen Formel ist also 

■ 1 \1 ^1-! ,\ 



4«. 
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Diese Formel wird vollständig symmelriscb , wenn /(x) coostant isl. Man 

findel dauu 



Ist hier |=si}ssap uDd versctiwindel ffir « = ci&, so ist 

— /" ^^^^ r~-^^— dt 

38. 

Die letztere Gleichung führt za einer weitern Relation. Setzt man 
Bimlicb f{z)^tr' aod erinnert aieh» itSs 

ist, so erhalt man aus der Vergleichnng beider Uesuhate: 

Nur wenn n = 1 ist, werden die im vorigen Paragraph gefiindeoeil 
Formeln nnbraachbar. In diesem Falle aber findet man direct: 

^ ^ { - ^^''^ ^ + + *y) + Consl.}. 

Isl s. /9. C0B»UiDt, SO ergiabt sieh 

, __L_ /"'^■^*V/'*M««A Mh±}h's=Mld* 
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Pflr die bisherige Form des ArgmneDts sei weiter 

so ludet sicii 

dS « < -'»(e««**-!- CoBst), 

und wenn die drei sich ergebenden Werlhe von dS zwiscijen den bekann- 
ten rirenzen integrirt werden, so erhält man, aacb einigen Umformoiigen, die 
GloicbuDg 

Wenn |=:7j = (x ist, so folgt hieraos: 

39. 

EndUeh wollen wir noch ennelinen, es tel 

Üuim erhält man * 

und wenn mau die lütegralion ausführt, 

1 1 ^ (6m— «njjr+ii« . 

Dehnt man diese und die darauf folgende Infegration nech auf die 
früher angegebenen tirenzen aus, so findet sich, nach einigen Verwaodlnngen: 
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r 

dxj f{ax -{- hy)*^*^'^QQS (fix -[- ry) dy 



+(ay— ^ — | 

Ist hier conalmil« ao i^hl die Fonael in 



0 



1 



't / /(«) i(«»~4*/»)cos ^''^"^ 

Aber. Setzt man in dieier Formel I nod 17 unendlich grofa and betrachtet m 
nnd n als negativ, so verschwinden, wenn f{%) für «boo endlich bleibt, 
die beiden letzten Integrnlu und man erhilt 

Äp/ /'(«*-|-*y)e^'ycoaCju*-|-vy)dy 
0 • 

-f f f{*) ((aif—dni) cos y a -|- sin ^ s^«* . «fsj . 
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Sind iaberdeiii noch ps=sys=0, so ergiebt sich 

• 0 

SeUt man üugegeii m = n~ 0, so erhält man 

• 0 

U. B. W, 

40. 

Diese Resvitate siiiil nur EioxelheUen einer aUgeaeinwen Formel. Be- 
seichnet wieder JF(x,y) eine gegebene FfUM^on der beiden Verinderlidien, 
80 erhilt man gemlfs ($, 17.), nach einigen nebelicfenden Umfonaungen: 



IT 



WO v>(*) einalge, «wischen xi^) V vorkonuneode reelle Wunel y 
der Gieichnng 

r-x(^) = 0 

ist. 

Wenn '/^<[x) = ij conslant isl, so wird <f{z) = ij, und die Gleichung 
erhält, wie man sieiil, eine durchaus symmetrische Form. 

Wir beschlicfsen die Betrachtung des linearen Arguments mit dem 

folgende n i>« ^uiiiIli'I) Falle. 

Das Integral 
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7. Winchler, über dtppOte Mejfrah. 157 
' gebt durch Anwendung des bisherigen Verfahrens in 

Ober, lüfst sich aber nucli mit Hälfe des in 6.) angeführten t^ounersdnQü 
Theorems, wie bekauiil, dmcii die (.'"i'drntur 

darstellen. 

Vergleicht man diese beiden Ergelmiiise mit einander ond besMilgldafl 
auf die Verinderlicbe e sieb besiehende Integralsacben, so eigiebt sieb 

A)''-hLr r{m)r[,i) ^--^n-i 



oder, wenn man die Symmetrie etwas mehr hervortreten lAfel: 

y'^^ (2,-i-x)"-'(s— j-)''-'<fa __ r{m)r(u) s"-*-"-' 
(«(a+jr)+6(a— x)+ae>-+" ~" 2r(j»»+ii) ' (««+4?)"(te+c)- ' 

so dafs die Darstelfaing eines weitem beslinunten Integrals dnreh 
fnneßonen gefbnden ist. 

Nehmen wir an, es sd «=— und 



so ist 



folglich 



■ 



1 

1 



wo wieder ^{z} die Wurzel der Gleicliung 
ist. 

CreUe « Jouraal f. d. M. Bd. XLV. Ueft 3« 91 
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Für dasselbe Argument z sei ferner 

so ist 



also erhält man 

Eben so wird das Doppel -Integral auf Qoadratnreii gobraehl, wenn fttr 

« == — , noch 

ist bl femar 

nod 

F{x,y) = x"y"i>^*-+'^, 

so finden sich, wenn m und n zwei positive ganze Zahlen bezeidmoO) drei 
einfache Integrale iür dus entsprechende Doppei-iuluirral. 

42. 

Die Resiiltale das Torigen Paragrapba sind nur einielne Pdlla der fol- 
genden aUgomeinen Formel. Beaeiohnet fp{%) die elnaige reelle, awischen 
X(0) nnd 17 Torkoramende Wvnel y der Glaiehnng 

und MUt man lor AbkOnong 

so findet sich, nach ($. 19.) 
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7. Winckler, über doppelte Integrale. 159 



Y 

0i^€ aY — me 



r 



Diese Formel wird «iurchaus S) mmetriscb, wenn oaan j|f(d:)=x(Ö) = 
also auch (p{z) = 7j selzL 

Wenn das Argameot die in icu (§. 22. und 23.) vormisgeselzte Form 
hat, so findet sich in gleicher Weise die verallgemeinerte Formel 

0 • 

WO rar AbkttowiDg 

gesetzt wurde und <|p(s) die Warzel der Gleichung 



21 
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isl. Wenn coiutant, also <p(m)=sij isr, so wird aneb diaae Formfll 
YollkomDiaii symmetrisch. 

Aehnliche Formeln fQr die Transformation der Doppel -Integrale findet 
man für die übrigen bis jetzt betrachteten AiisdrOcke von C Ich mol^ mich 
jedoch hier auf das oben Milgelbeille beschrflakea. . 

43. 

■ 

Es sei 

Da diese Form bis jetzt nicht birtraehtet wurde, so mag Folgendes vorausgehen. 

Beseichnet n irgend eine positive, ganse Zahl, so wird die Ordinate » ' 
(Fig. 6.) ein Hinimnm , wenn man 

entweder x„ = ±C2«-]-l)Ji, y« == 

oder So = ± 2nn, Y« = — — 

* a 

setzt. Muxima finden nicht Statt. Die Minimumwerlhe sind einander gleich, 
und zwar iäl jeder 

«u = • 

a 

Fttr g=^c erhält man eine gerade Linie, deren ProjecUon mit der Axe 
ansammenfAlit, und sugleicb eine Curve, deren Gleichung 

_ t 

isL Diese Curve, welche insbesondere za bemerken ist, hat ein Maximum 
y B 4-2— fQr .r = ±(2m-| 1).^, und ein itfinimum y = —2— fflr 
a- = ±2n7i. Sie durchschneidet die x Axe« wenn x =±(2ri-f ist. 
Zwischen der Curvc und der x Axe kommen nur geschlossene Curven vor, 
bnd diese reduciren sieb znletzt nuf einzelne Pnncte. Aufserhalb derselhen 
befinden sich periodisch foi tlaiifentJe riirvcn , welche sich mit wachsendem z 
Stets mehr von der x Ayp entferoeu und in abnehmenden Schwankungen in 
Curven übergehen, deren Gleichung sich nahezu durch 

r 

ausdrOcken Iifsl. 

Dies vorausgesetst, wollen wir nun 

F{x,y) s= sio« 
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setsen. Dann ist * 
also 

Die Bestimoiiing der Werthe, swisehen wdehen äS fBr eine gegdiene 
Corve y — nehmen ist, hat mit ROcfc^cht anf die .obigen Anden- 

langen keine Schwierigkeit nnd setxt nur die Auflösung der Gleichung 

vorm». 

Anch die Grenaen der fiitegration nach « lassen sieh leicht finden. 
Wir helrachten Jedoch hier den speeiellea Fall 

^=71 and /(ar) = ?7 >» 2-^' 

Für die «fescIlln-N'f nnn Curven besieht dS aus zwei einander i^feichen 
Tbeileu. Die Grenzen nach a; werden für einen solchen Theil dorcb 

b cosor = — |'((c — «)«), X s= w 
bestimmt. Wenn man also den entsprechenden Werth von dS yerdoppell und 
die gebArigen Zeichen nimmt, so ist jener erste Tbeil des Doppel- Integrals 



ac) 

Für den Tbeil, welcher den bis zur Ordiaate rj sich erstreckenden Curven - 
entspricht, sind die Grenzen nach it: 

0, n, 

und nach s; 

Folglich ist der sweite Beslandlkeil 

isj A»)tog l4^;^;^i^,^j .rfa. 
£ndlicb sind, wie leicht zu sehen, für den dritten Theil die Grenzen nach x durch 

0 und cosar«^::^^* 

« 

gegd»en nnd es ist die Integralion nadi s 
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m arshreeken, so dafe Jeoer dritte JMÜ 
wird. 

N«di einigen leiciilen Umfonnungeii findet sicli 

I* 

Wenn /'(«} for s»ec Tenchwindet und ijssoo feaeltt wird, ergielit 
sioli bienns 

Ist hier « — 1, b — r, e=r-, so erhält man 

• • • 

IVir fügen nodi liiMn, dalä, wenn man das Doppel - Integral anf den 

Ranm der gesolilossenen Cnrren bescbrinlit. 



.s^tiiur 



isl; woraus fftr die obigen Warthe fOr a, k, e 
folgt 

44. 

Es sei fOr denselben Ausdruck von «.* 

F(x) «= eoa«; 

so wird 

j*3 1 j /" cosxdx 
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oder 

BeBchrAnkt man 8ldi aocb hier aaf den Fail 

80 U^en die Grenzen nach x and « dieselben wie im vorigen Paragraph 
und man erhftit far den ersten, aaf die geflehlos^enen Corven sich heaiehenden 
Theil dee Doppel -Integrals: 

Der nweite Theil wird Null, der dritte aber 

Han erhdl abo die Gleidrang 

y ^dxj y {ay' -J- 26^ cos * 4" • ^ ^> 



O 

WO ebenfalis i}>>3-^ angenommen isL 

Nähert sieh f{s) für «seo der Nnli, so Indet man hieraus 

(1.) y*''rf^V(«rI+8Ar«os«+«).«oBapdfr = * A«)^^, 

U II c 

nnd für « — 1, e = r": 

/4xf /"(j^ — 2ry OOS» -j-r*). Cosa? = f\si)dst. 
Auch eigiebt sieh ■ 

oder, wenn man die Inlegration naeh y unbestimmt nnsfihrt nnd redooirt» 

/•'"' cos X fix bcoix n . oc 

Ffibrl man dagegen nerst die Inlegration nach se ans, so eiglebt sieh 
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Diraos «Uli nn s. B. 

Besctirfiokt mao das Doppel -Integral aaf deo Ranin der geschloeaeneo Cnnreo, 
00 findet sich nadi einfgen TransrormaÜonen: 



.1 — (III jr 



Wir fügen noch binsn, dafe die Verbindang der Gleiehiingen (1. and 2.) 
sa der bemerbenawertfaen Rdation fahrt: 

dxj /\ay^ -{-iöy cos x-\-c). cos iväy 

' • 9 

/in 
dx I fißy^ — sin ;r -|~ ^) ^ ^X' 

ScUiefslicb ist zu bemerken, dafs sich leicht aach folgende Formel findet: 
f^ '^J A«y*+2*xco8a?-f c).co83:4fy «= -^f /•(«)arctang^^^j~:^.d« 

n, s. f. 

Dieie Ergebnisse sind wieder nur einsetne FiUe einer allgemeinen Re- 
dnclionsfonael, bei weleber « dnrcb die Gleichung 

(P«— />) OOS *+(?«— y = 0 

gegeben und sodann 

Wip^y) = ÄcosiP-sin«*"*' 
ist, und wo Q, R, p, q rationale Fnnetionen von m und n aber awei 
poflitire oder negative ganse Zahlen sind. Der Raum gestattet die Nittbetlnng 
der Resultate nicht. 

45. 

Han setse, es sei 

fs B acos«-{-dsin«co83r-f ^^''^^^i'J^« 
so bat die enlsprediMide knnnuie FIftdie (Fig. 7.) in allen Pnneten Mazima 
und Hinima, fflr welche 
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md diese die MaxiinttiD- UDd MiDimnmwerlhe selbst sind 

Die fflr cos«*«? cosy^, ... «Dgegebenen WeHhe mQsseii ebeBfalls doppelie 
Zdcheii bekomoneB; jedodi sind oar die folgeoden ZeicbeiiverbiDdnngeii 
znlAfslieh: 

Maxima Mhuma 

COSjVu ...-{- -|- — — 

COSaTo . . . -|- — — — 

cosj-g . . . -|- — — 

FOr «Ue swischen ±z» und ± a liegenden W erthe von z erhält man ge- 
schlossene Corven. Fflr c= + « orgeben sich gerade Linien, welche, mit 
der y Axc parallel, durch die Fiincte r — 0. j.^^ ±2;/, ... gehen; ttnd anfser 
diesen noch unendiich viele CurceUj deren Gleichung' 

+ « = bs'inxcosy - Cb\ad-s\üy 

ist. Diese Ciirveii sind insbesondere zu bemerken. Zwischen ihnen und den 
mit der y Axe parallelen geraden Linien, ffir welche c = + « wird, befinden 
sich die bezeichneten geschlossenen Curven. Für hIIc zwisrhen — a und -\-a 
liegenden Werthe von z ergeben sich periodisch nach der liichlung der y Axe 
forllaufendc Curven. Ferner isl Jeicht zu sehen, dafs die durch die Puncto 
i^utyu) jrehenden und mit der x Axe parallelen Geraden Symmetrie- Axen 
sämmllicher Curven sind. 

Dies voraosgesetBt, lasaeit sieb non viele Formen von F{x,y) ange- 
ben, für wddie 48 eine endliche Form bekommt. Eine dMselben ist z. B. 

cosaf" sin«^ cos^^ sin 
wenik die Esqwttenlmi ganie Ahlen sind und n^ft^v die Form 2k-\-i hat, 
wo k ii^nd eine positive oder negative ganse Zahl ist; die Nnll mit ein- 
begriffen. Wir bescbräniien nns auf einige besondere Fälle. 

Es sei m:=ju:=f = 0 und ns=sl, m ist 

also ^ 

^ ^ ±7^»-4:^^r !«'-<^^'" + Const.}. 

Die üesiimmung der Werthe von x und zwischen welchen dieser 
Ausdruck fflr eine gegebene obere Grenze x{x) zu nehmen ist, liat, wie in 
CNll«*t ^aml t. i. Muh. Bd. ILT. BtftS. . 2S 
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den ▼orhergehenden «ntlogen FAUen, keine Schwierigkdt nnd seist nnr die 
Attfldsnng der Oleichnng 

voraus. Hieraus erheÜet, dafs das Doppel -Integral, zwischen irgend diesen 
oder jenen Terflnderliehen Grenzen, stets auf Qnadratnren gebracht werden 
kann; desgleichen in welcher Art dies geschehen mufs; was, 'soviel mir be- 
kannt, noch Dicht auf diese Weise bemerkt wurde. Die allgemeinen Formeln 
aber werden, selbst in dem vorliegenden Falle, sehr weitlAuAig udd linden 
hier nicht Raum. 

46. 

Wir betrachten nur den besondern Fall, in welchem 

i =^ ^, yX^) = 2.1 
ist. Die Rechnung wird wesontiich abgekürzt , wenn man erwäg! . dafs sich 
die Summe der Elenieute, welche (Ins Doppel -Inle^rül innerhalb dieser Grenzen 
umfafst, auch ergiebl, wenn man dasselbe nach y, stall es zwischen 0 und 2.t 
XU nehmen, auf das Inlerv ill /\\ eier auf einander fo!jj;etiden Syniniefrie- Axen, 
also von >•„ bis >ü 1^^ aiisdehrii und dann verdoppelt. Die Ahscisscn x der 
Dnrebscbniltspancte dieser Axen and. der Corven, sowohl der geschlossenen, 
als der periodisch fortlanPenden, werden durch die Gleichung 

^osx 

bestimmt. Nach der obigen Bemerfcnng ist also 

' y(z). sin xdy == 2 dxj^^ '''f{z)s\nxdif, 

und man erhAlt fOr die zwischen y„ und >',)-]- ^ liegenden Theile jener beiden 
Arten von 'Cnrven durchgeheads denselben Werth von d^, nfimlicb 

ndz 

Dieser Ausdruck, mit f(^z) multiplicirt und daun nach z zwischen den beiden 
öufserslen Worthen ±i{a^-\-b--\- c^) integrirl, giebl also die Gleichung 

J''^ dxj* f{acfi^x\bfAXiX c.ii%y-\-c€vAx%yEiy)dy- 
= 2ny*V(y(a>'f «^■|.<^).co8«).sindr4£r; 

0 

welciie Cileichuog zuerst von Poisson (181 getunduu wurde. 
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BeseJirftDkt min sich auf die «rste Gruppe geseUoneDer Curven, und 
beseiebnet lur Abkünnng die beiden Werlbe 

bexflglicb mit cosjr^ nod tmy^ so ergebt sieb 

y^"rfr^ V(«<swaP -f Ä sin« cosy-|- csin ar . sin X </)' 

Für a = 0 ÜJidet «di hieraus 

Ist endUcb noch 6 = 0, «»1, so erbllt man- 

0 0 • 

wie leicht auch direct zu finden ist. 

47. 

Auf ähnliche Weise Inssen sich die Doppel -lolegrale reducireo, in 
welchen % einen der Ausdrucke 

ocosjr-j-/? ' oycosjr-f/?' 

oder (« sin « -f ft)(a sin y-f/?;, verbunden milF(a;,y) = coia*'8ln«'cos>^siny% 

oder — : — \ . — - - - - - 

D. B. f. beieidinel, wo flij ttj /u, gnnie Zablei sind nnd » oder ^ von der 
Fora Vi\ 1 ist. Die Ansah! soleher Fille ist nnbegreont 

Die bisher enlwickellen ResuUale, welche der Anfmerksarokeit des 
Lesers zu empfohlen sein dürften, scheinen den Nutzen des Verfahrens, durch 
welches sie erlangt wurden, hinreichend darzutbun. Weitere solche Ergeh- ' 
nisse, so wie die Reductionsformeln , welche ich fflr dr^'aehe Inte^aU 
gefunden habe, wird die nächste Abha|idlang enthalten.- 

Carlsruhe, 1851, 
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8. 

Transiormation dreifacher Integrale durch Änderung 

der lutegratioQsfolge* 

(Von Herrn Dr. A, Windtkr, Groftlieczoglicb-Bndifctiea Ingenieur tu Cerifruhe.) * 

Ffir inehrtache Integrale zwischen comsluvlt n (Frenzen gewahrt schon 
die blülsc Vcrlaiischung der Inlegralions- Venlnderlichon eine der fruchlbar- 
slen und, da sie die L^pfrohone Function gaiiK unverändert läfsl, eine der 
einfachsten '1 ranstorrnalioneti. Sind die Grenzen reränäeriHh , so giebt es, 
wie bekannt, mehrere Molhoden, dieselben in constantc; zu verwandeln, so dnfs 
die liitcgraUoDäfulge auch in diesem Falle willkurhcii \^[. Die FuncUon unter 
den Integralzeichen bleibt aber dann nicht mehr dieselbe, sondern erfahrt Ver- 
flndernngen, vveldie von dem Mgewendeten Verfobren abhängig sind. ■ 

Von besonderem Interesse sebeiot die Aufstellung von Regeln zn sefan 
welche, wenn man ihnen folgt, es gestatten, bei Integralen nwisehen vet^ 
Jnisrlioileii Greoiten, genn wie bei Integralen iwlscben constanlen Grennen, 
eine beliebige Anfeinanderfolge der Verflnderlieben festsoselzen, ohne dafs die 
Fnnclion nater den Inlegralceicben davon anf IrgMid eine Weise berfihrt wflrde. 
FQr doppelte Integrale habe ich diese Aufgabe frOher gelöset. Hier soll es 
flQr drafacke Integrale möglichst allgemdn geseheben. 

Die Regeln, welche sich ergeben werden, sind zwar, schon wegen der 
in den Grenzwerthen liegenden Allgemeinheil, nicht in allen Fällen sehr ein* 
fach; indessen scheint die zu Grunde liegende Transformation, weil keinerlei 
willkürliche ßestiinmungen darin eingehen und die Aufgabe sich «nmillelbar 
darbietet, elementar zu sein und deshalb den andern Methoden vorgeben 
zu mQssen. 

Der n!!ireniLiiiN*p Ansdruck eines dreifachen Integrals zwischen ver- 
önderlichen Grenzen lalst sicli, wie bekniinf. in ucfä andi ru Integrale zerlegeil, 
deren jedes mit Noll anfängt und welche daher insgesaninii von der Form 

(1.) /V""'>/*""«*'>-'«^* 

sind. Mit dieser Form werden wir uns beschäftigen , aber, um den Gang der 
Eniwickelmg nicht »i ünterbrechen, voraussetzen, dafs IbcfiH wo Unstetige 
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keilMi oder inehrf&miige AasdrlhAe noch ondore Belraditaiigen erfordeni, die 
in Rede konneiideii Fimctiooon, soweit sie io das Bereieli der iDt^ralioti 
fallen, stetig ond einförmig sein soUes. 

Unter dem dreifachen Integrale (1.) stelle man sich einen Raum vor, 
welcher von drei reehtwinkligen Coordinalen- Ebenen einer krmnmen PIfiche, 
deren Gleichung »sss0(dpyy) ist, einer Cylinderfläche^ deren Gleichung 3r=;f(jf) 
und einer mit yz parallelen £bene, welche die iC Aze in der Entfernang I 
schneidet, begrenzt wird, und in welchem eine Masse verbreitet ist, deren 
Dichtigkeit ^ fia ^y,^: in jedem Ptincle einen andern Werth hat. Durch 
diese Vorstellung wird die Helraclitung einfnclior. als die rein analytische; denn 
eb' wird dadurcli jede Iiilegratiunätblge einfach nur zu einer andern Art der 
Xbeilung eines gegebenen Uouids 

Znr schrittweisen Ausluiirunjj der Integration giebl es für ein drei— 
fflches Integral 1.2.3 = 6 verschiedene Anordnung^en , d, Ii. geometrisch ge- 
sprochen: wenn man die lulegtaliun nach einer der drei Axen zur ersten 
macht, so können die Integrationen nach den beiden andern Axen ailf 
zweierlei Weise angeordnet werden. 

Hies reicht hin, ohne 'Schwierigkeit die gcwOiucblen TraDsformalionen 
ansfUlhren an können. 

1. 

Wie hei (1.) sei « die VaHahle der ersten Integration, eher x die 
der sweiten. Der Zerlegung des Raums in xwei Theile, deren einer ein 
Rechleck, der andere ein krummlinig hegrenstes Dretedc in der Ebene 
zur Basis hat,' entspricht die Trennung des drmfacben Integrals in awel andere, 
deren Grenzen besichtich 

(1.) Nach A von 0 bis 6{»ty)\ nach x von 0 bis |; nach y von 0 bis x(M) 
(3.) - - 0-tf(a^,y)i - - O-ACy); - - -X(0) 

sich erstrecken und wo 

X » ) aus der Gldchung y — xix) 
SU nehmen ist. Man erhält also folgende Transformationsgleichung : 

auf welche es Mriuan. 
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a. 

Nimmt man jelst ao, die erste Integration betiehe sich auf die Ver- 
änderliche y, die zweite auf 9, so ent^rieht dieser Anordnung ebenfiills eine 
Zerlegnng des Ranms in nwei Theile. Sie sind aber jelit durch eine eylin- 
dorische Fidche von einander geschieden, deren Ersengnngslinien, mit der 
3r Axe parallel, dld xz Ebene nadi einer Curve schneiden, deren Gleidinng 
»^$(^,x(^)} beiden entqjNrecbenden Integrale sind 

(t.) Nadi y von 0 bis xi^)* ""^h z von 0 bis B(x,3g(fr)}i naeb je von 0 bis |, 
(2.) - - 0 - V{jrj*); - - - fl{x,0); - - 0 - | 

nu nehmen, wo y = y>(x,z) aas der Gleichung z = 6{x,y) absuleiten ist. 
Demnach findet sich die Gleichung 

Soll wieder y die erste und dagegen x die zwmte IntegraüonsTerin- 
derliche sein, so nimmt das Resultat eine etwas weitlflnfUgere Gestalt an. Das 
Volumen (Taf. IV. Fig. 1.) ist alsdann in ffinf Theile xu serlegen, die sich ergeben« 
wenn man nunflchsl, wie im vorigen Falle, die Cylinderflache «sstf(jr,;|[(a;» 
construirt, dann durch die Pnncte 

{1,0,0(1,0)}, |0,x(0:.Ö(0,;?;0))} 

Ebenen parallel um u >• k'i,'l und die DiirchschnfUslinien lixirl. wclclic die 
beiden letzteren Ebenen mit der Cylinderflüche bilden. Die Grenzen der ein- 
zelnen Integrale sind 

(t.) Nacb^- voiiüi»is;f(j j; nach x von 0 bi8$; nach z von 0 bi8ö(|,;ft|)), 



(2.) - - 0 - t{x); - - 0 - «(s); - - Ö(|,af(|)) - ö(0,;f(0)), 

(3.) - - 0 - - - - h - Oihx^l)) - Ö(|,0), 

(4.) - - 0 - V(J-.«); - - «(2) - SPlO,^); - - ö(|,0) - d(0,/(0)), 

(5.) - -0 - t^(x,sj; - - 0 -y{0,i); - - ö(Ü,;f(0)) - Ö{0,0) 



ZU erstrecken, wo 

X — n{^i) aus der Gleicbnng & = Ö(jr,;r(a;)) 

und 

X = y)(0,s;)aus der Gleichung % — 9(ßP,0) 
zu nekmen ist. 
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Diese Traosformation giebt niso folgende Formel: 



(4.) fi. Vy p-"n^,y,,)4» 

(I ü 0 

+y <iy dxj f(^,y,9)dy'^J d%J dxj f{x,y,9ydy 




dorch wdche die Aufgabe im Allgemeined gelöeet ist. 

8. 

Es Bind noeh die iteiden Ffllle Obrig, in welcbeo die erste Integration 
sieli auf die Variable x besteht. 

Bs sei annichst z die Verflnderiidhe der aweiten Integration. Dann 
nralk das dreifaclie Integral aus drei Bestandlheilen zasammeogesetzt werden. 
Die Trenn uogsflflchen (Fi<T. 2.) der enlsprecbenden Theile des Volumens er- 
geben sicli, wenn man dardi die Curve z = 0{^,y) eine cylindrische Flüche 
legl| deren Erzeugnngslinien mit der x Axe paraliel sind, und aafserdem durch, 
den Puncl (1, x(i';3, parallel mil r'z , eine Eliene. 

Die Grenzen der diesen drei Hüumcn entsprechenden Integrale sind 
(1.) Nach jr von 0 bis nach s von Ü bis 0(^,y); nach von U bi« ;((^ 



(2.) - - 0 - - - - ß(o,r); - - 0 - af(ö, 

(3.) - -0 - Ky); - ~ 0 - ß(X{y),y); - . . 



auszudehnen, wo x ^ ff (y, s) die AuflösiinäT der CJleichiing z — f>(j~, y) dnrslellt. 
Dies vorausgesetzt, ergiebt sieb lür die verlangte Transfonuatiun die Gleichung 



an; denn das dreifache Integral ist dann bei der Anfeinanderfolge der Inle- 




Soll a? die Veränderliche der ersten Integration bleiben, dagegen y zu 
der der zweiten werden . sn nimmt die Gleichung eine weitläufligere Form 
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gralionen in neun andere Integrale zn zerlegen. Die denselben enisprechenden 
räumlichen Bei>laudlheile erhält mau, wenn mnn sich, aufser den im vorigen 
Falle bezeichneten Theilungsflächen, noch vier auT ^ y (Fig. 3 ) parallele Ebenen 
vorstellt, welche durch die Puncto 

gehen; und dann eine cylinderische Flflche, deren Eraeu;,'ungältnieo, mit der 
9 Axe peraUel, iBsgesammt dordi die Curve geben, deren Gleicbang 

«r = emyM isi. 

Die BeetimninDg der Lage der nenn Ranrotiielle iiat alsdann keine 
Schwierigkeit, nnd es genflgt, zu bemerken« dafs die entsprecheoden Integrale 
wie folgt SU nebmen sind: 



(1.) Nach jr von 0 bis 1; . 


nach/ von 0 




nseb «von 0 bis ^ ( l*Z(0))> 


(2.) - 


-0-1, 


- - 0 




- - oihxm - ö(i,o), ■ 


(3.) - 


- 0 - ff {y,z); 


- V<l»«) 


- xi^n 




(4) - 


- 0 - (fiVjZ); 


0 


- xi^); 


- - ^(^,0) - o(oam» 


(5.) - 


- 0 - fp{};z,}; 


0 




- - 0(U,x{i)) - 0(0,0), 


(6.) - 


- 0 - ).()■); 




- xm 


- - 0 - Ö(|,/(|)), 


(7.) - 


- 0 - kiy); 




- XiO)i 


- - e($,x(^)) - 0H\xm, 


(8.) - 


- 0 - 9>( v,»)i 


- - xm 






(9.) - 


- 0 - 


- - x(Si 







wo y^m(z) durch die Gleichung 9 = $(l(y)^y') bestimmt wird. 
Hieraus findet sich folgende Gleichung: 

(ti.j / dxP ' 'dyp'"'ax,y, z)iz 

A-«^0"'«)<'-pt/ dzj dyj f{£,y,s)dx 




In diesen sechs Formeln isi die volislAudige Lösung der Aufgabe eniballen. 
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4. 

VaD siebt Idebt, dafe die rmn^mtaliftheks Herleilung dieser Reeollate. 
maiidie, wenn «veii niebt bedeateede Sebwierigkeiten beben, jedeDfalls aber 
weftlftttftiger sein wördc. 

Ans den obigen Gleichungen lassen sieb viele i^pocielle Resaltate, äbnlich 
denjenigen, welche ich frOber bei den doppelten Integralen bemerklich machte, 
ableiten. Hier wollen wir uns auf die folgenden einfacheren Fülle bescbränlten. 

1°. Wenn z(^)~V> ^{3',y)~t constant isL so fallen alle Glieder, 
mit Ausnahme jedesmal des ersten, ^vprr. nnd «s ergiebl sich der Salz, dafs 
fAr conslante Grenzen die Integrationäruigf u illkürlich ist. 

2". Es sei in der Forme) (3 J die Function f- von y mutbhän^ijf. ia 
diesem Falle gebt sie in 

0 II u 

II KT - ♦> eixixi*) 

Ober. 

3*. UH ia (50 die FniieHon f vm x wuMdngig, so erbflit man 

4^ Enlbllt die Oreue 9 nur die Verinderiidie w, so folgt aas (4.): ' 
J-''<I^J^"äyJ~'"'ns.y,,)i> 

wo wasi(p{z) ans der Glelcbung z = 0{x) sn nebmen Ist 

5°. Enthalt 6 nur die Verfinderiicbe y, so findet sieb ans (5.): 
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6*. Unter dersdben VontoaseUwii; «rhill man ans (6.); 

WO y=i/;'«) aus der Gleichung^ s = ö(y} sieb ergiebt. 

7". Nimmt man nn. in der eben gefundenen Gieicbuog sei die Func- 
tion f von X unabhängig, so fulgt 

U II » 

-i/-"-^='*/-«Ar.«)-r+ä/"'"V""AJ-.»)''r 

U. s. 

Staltgarl, den 3. Ao^asl 1852. 
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9. 

Notiz über einen elementaren Satz der Statik« 

(Ton deiD Herra IngciiMinr Pr. A, Winekler zu Cirlmiiie in Baden.) 



Die systematische Darslellun^r der eleoieiilaren Statik, welche die 
Lehrbüclier auf verschiedenen Wegen anslreben, würde, wie es scheint, we- 
sentlicli geforderl werden, wenn schon gleich im Anlange das Mll(?(nneine 
Gesetz der virtueUen Momente eingeführt und in den einzelneu i aiien be- 
gründet wflrde. 

Die Möglichkeit davon ist leichl sehen. Es ergeben »ich schon 
beim rarallelogramm der Krifte die Sätze Qber die statischen und virtuellen 
Homeote aos den Projedionen der Krifte eef iwei senkrechte Axen, und es 
folgen dareas, fast ohne Weiteres, die Silse Uber die ptraQelea Krffle. 

Bezeichnen Dfimlich P und Q zwei auf einen Punct wirtcende Kräfte 
und R ihre ResnllaDle; legt man durch jenen Pmet ^e gerade Linie, welche, 
elwa'au6erhalh des Winkels (P(?) liegend, mil den Krflften P, Q, R resp. 
die Winkel e maehl, und projicirt die KrAlte nof diese and auf eine 
daranf senkrechte Gerade^ so findet sieh nnmitlelhar: 

Asinc = Psina-f- Qs'mbf 

Beseiehnet ferner d die Entfernung eines auf jener Geraden aog»- 
nommenen Pnneles C vom Angriifopnncte A, nsd seist man 
^sin« s= dAah q,. ^sine » r, 

so sind pt r die Hehels-Arme und p\ q', die TirtaeUen Genehwindigkeiten 
der Kräfte in Besag anf den Pnnct C, welche mit den sin. nnd cos. der 
Winkel a, b, c gleiche Zeichen hohen. 

Dies voransgesetsi, erbüt man die Gleichungen 

Rr = (?f , 

p^i-p'^^q^^q-^r^-^r'^, 

durch welche die Resultante der Gröfse und Rtditnng nach bestimmt wird. 

23» 
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HieranB erydien sich nan mch die Glaidniiifeji för die panUd«» 
Krflfta, wenn man den DnrehscbnHlspmiet A der Riditangalinien der Krflfle 
auf CA, von C hinweg ins Unendliche forlrdolten liftt, wihrend die Krifte P, Q * 
nnd die Hebels- Arme onTeranderlich bleiben, wogegen p% r^, ohne Ende 
wachsend, stets mehr und mehr einander gleich werden. 

Alsdann findet sich nenüch: 

1. Wenn der Winkel (P0X90 ist, ans 

Rr^ = Pp'^Qif' die Gleichung /{ = P^Q. 

(Die Gleichung iür «iie siitatiächen HomeDte bieibl, wie in den foigendeu 
Ffillen, anverfindert.) 

2. Wenn > 90 and P>0 ist, also Ii naher an P als an Q 
liegt, aas der diesem Falle entsprechenden Gleichung 

Är' = Pp'—Qq', die folgende: H = P~Q. 

3. Wenn C^P) : ■ 90 and P^ Q isl, also Ii den Winkel der beiden 
SeileokrAftc Iialbirt. aus der entsprechenden Gleichung 

Rr' = Pp' — Pq', die Resullanle « = 0. 

Der Angriffspunct dieser Mittleren, welche in einer auf der der beiden 
Seitenkräfte senkrechten Richtung wirkt, liegt im Unendlichen; ihr 
Werth ist Null nnd mnn sa^t daher, 7,vvet gleiche entjjegenfi^esetzle 
parallele KrnTie haben küne Mittelkraft. Ihr Moment aber behält stets 

den Werth P[p^q), 

Wie beim Parallelogramm, Ififsl sich das Verfahren auch auf beliebige 
Krflfle in einer Ebene, auf da« PstrHÜeiepiped und auf beliebige im Räume 
wirliende Krufie, alloi&Ug fortscbreiteud, anwenden; was keiner, weilern Aus- 
fOhruog bedfirf. 

Einen so einTuchen Gegenstand berflhrl zu haben, möge der l rn<l;iii(i 
rechtfertigen, dafs auch Pohson in seine Mechanik (T. I. no. 13, 44, üü.) /a\q\ 
verschiedene Herleitungen der obigen Sätze über die parallelen Kräfte auf- 

genumrntii liat. 

Carisruhe, den 12. November 1852. 
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10. 
liehrsAtKe« 

(Von Herrn Prof. i. Stüter «i BerBn.) 



1. „Zukt moH mw üen Ecken 9, h, c Hnu ge^eUnen Dreieck» 
durch einen in eeiner Ebene liegenden vnbesfimmien Punci p StraUen, 
weiche die Gegenseiten hezie/ttick t» dcH Punclcn «i, ^i, Ci trefft, und 
wrUmgi, c» sali da» Product 

ap'bp-cp = /tai-phi-pct 
sein, so int der Ort des Puncfs p diejenige dem Dreieck ah c um<)eschrie- 
beuc Ettipne, welche den Scfncerpvnct denselben zum üditUlpuncl hat.'' 

Ist niso inshesondere das Dreieck gleichseitig, so ist der Ort von p 
der umschriebene Kreis 

2. „Werden durch irgend einen Pnnct p in der Ebene eines 
gegebenen DreKitUs ABC diejenigen drei Geraden rr^^ , tt^ gezogen, 
welche beziehlich von den Seifen A und Ii, Ii und C und A begrenzt 
und durch den Punct p gehdl/tet werden, so liegen ihre drm Paar MM^ 
puncfe r, r^; s, Si \ t, uUcmol in irgend ebum K»gei»MUUC\ wacher 
notkwendigerumtc den Ptmd p «um MiUelpund hat. Und sacht man 
ferner am dcmedben Pmuie p Strahlen ß, y nach den Ecken a, h, c 
de» DrMMt» ' tmd ctm^wt m Jeder Ecke zm den xwei anlesenden 
SeUen mnd dem JedctmaHgen SUrahte den merten, dem UMem znge^ 
ardnefen, hanmni»ehen Straht, kadMeh a^, ß, und yi^ Vferden die»e 
drei neuen Strahlen in den respecticcn Ecken dcB Dreiecke aUemat von 
einem solchen Kegetschnkfe Cl berührt, wdcher jenem Kegdecknitte C* 
ähl^ich ist und mit ihm ähnlich Hegt, «o def» die sich entsprechenden 
Aren beider Kegelschnitte parallel, eben so ihre Asguiptolen , falls' de 
Hyperbeln sind.^^ — „Umgekehrt ist durch jeden dem Dreieck abc um~ 
geschriehenm Kegelschnitt der Punct p , so wie der ihm -^uyehörige 
Keqel^chniif C' bestimmt. Somit giebt es nur fhirrt Pol />, fitr wflchen 
der zugehörige Kegelschnitt C' ein Kreis wird, oder het trelrhem die 
drei Geraden rriy einander yitich ir erden; derselbe wird durch 
den dem Dreieck abc unbeschriebenen Kreis bestwmt.'' Ferner: 
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„SoUm dh KegeladautU C mtif C/ huimmitre gUHtkäta^ 
S^fMtrbein Min, so M der (hrt än Pols p ein« leeßmmtt Gerade Bf näm~ 
M rind «1, 6|, Ci iM Fufkfmnete der eme den Ecken a, k, e anf die 
GegenemUn A, B,C gefäiUen PerpendUta, ao He§en die drei Schutte 
der Geraden Uth^ und C, «(«i und B, Ii«, und A in einer Geradm — 
und dieee iet du genmuUe Gerade HP Und 

„Sott inalteetmdere Ct eine Parabel »ein, so zerßllt C in mmd 
Gerade, etwa rst und r,#,/,, welche Jedennal der Parahel^Axe p€walM 
mnd und g teichweit vom Pol p abstehen. Für diesen Fall ist der Ort 
dee Pols p diejenige Ellipse, welche die Seiten den gegebenen Dreiecke 
in ihren Mitten berührt und somit den SSchwerpunct desselben num Mittet^ 
punet hat." U. s. w. 

3. Bei allen einem Kegelscbnille eingeschriebenen rechlwinkligen 
Dreiecken f>ac, welche den Scbeilel u des recblen Winkeln gemein haljen., 
gehen bt I inotlicb die Hypotenusen bc säromllich durch irgend einen beslimm- 
leo h'unci p. Somil entspricht jedem Ptincte a in C auf diese Weise ein 
bestimmter Puncl p. l lier den 1 und // und dessen Beziehung zu dem Puncle a 
ist unter andern folgendes Nähere anzugeben. 

„Der Ort des Puncts p ist ein Kegelschnitt C/, welcher dem ge- 
gebenen C ähnlich und tnil ihm ühnlichliegend und concentritch ist; und 
zwar find u und p stets symmetrische homologe Puncfe beider Kegel- 
schnitte in Bezug auf deren gemeineame Haupt' Axe X; d. h. der Winkel 
nwiscien den naek a und p gezogenen Halbmeeeem wird 'altemai durek 
die Axe X gehalftet:* — Ferner: a, ß ^Hati-Asen von C* und 

«1, ßt die Balb-Axen von Cl^ eo ist 

„Die in jedem Puncfe p an gelegte Tangente bildet in eine Sehne 
6iCi, ^reiche durch p (/ebälftet wird Und gerade doppelt so qrofs als die 
Geraiie ap ist, so du/s der über Ä, c, beschriebene Kren dfu Kegelschnitt C 
im entsprechenden Punc/c n />tru/irf; d. h. die gesauitnien Tangenten des 
Ci geben in C alle ätejenigen St /nu n c, , welche Durchmesser soldi^ 
Kreise sind, die den C berühren, und jedesumi berühren jene Tangente 
und sUeeer Kreis die. beiden Kegelschnilte Cl und in einem Paar sich 
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Mtäitrweimtim Ptmetmi p und a** — Ziehl nwii in «in« beliebige 
Sehne he, welche den Ci in irgeod swei Pimeten p iehneidet, so schoeidet 
der flher derselben beschriebene Kreis den C* in den entsprechenden sw« 
Pencten 

4. Die tfittelpancle eller Kreise, welche in einer Ebene durch swel 
feste Fosete a mid gehen, oder die Sehne gemein beben, liegen in 
einer die Sehne in ihrer- Hille, etwe eb, rechtwiriiKg dnrchsdineidendcn Ge« 
reden AAi. Die auf eotgegeogesetzteo Seiten der Sehne liegeoden Theile 
dieser Geraden bezeichne mon dorch A und Ai^ und demgemflfs jeden Kreis 
durch A^ oder A}^ je nachdem sein Mitlelpuncl in A oder liegt; der be- 
sondere Kreis aber, dessen Miltelpuncl in a» liegt, oder welcher die Sehne aui 
znni Durchmesser hat, heifse -4,?. Eben so unterscheide man in Rücksicht 
irgend zweier andern festen Functe h und l>x die durcli dic^elbeti gehenden 
Kreise durch IP und Ä/, und bezeicline den besondern Kreis, welcher hhy 
zum Durchmesser bat, durch üfj. Alsdann läfst sich ein Satz wie folgt 
aossprecben : 

„Sind in einer tCbene ii-gmtl zwei Sehnen aot und AAj m beiie^ 
bijfer fester Laife gegeben und man beschreibt über denselben je ein Paar 
tokher KrtiM Ä' nnd B\ oder AI und deren CntlrhmM iAtr im 
retpeeUven SAitm etnmukr giäek tdnd, so geM die gmehudtafiMB 
Skeanfe (die Lhue der gtekhen Poiemten) Jedee dieeer Kreisintore Hei» 
dtirek «UMW und dena^bm keetmudm Punet p$ und heeekre^ man ter^ 
weeMiß ein Paar eohker Kreiee Jt und oder AI und B\ derem 
Ceniriunnkei Hier de» Sekne» ebenfidte einander ßMek eind, eo ^ekt die 
gememeekafllidte Seeanfe Jedee £eeer Mü-m^Huwe durch einen mtdem 
beethmnlen Ptmct und diese beiden Punde p und f Hegen in der ge~ 
meineeltafflichen Secante der besondern Kreise A^ und B».'" 

5. Unter allen einem vollsliindigen Vierseil eingeschriebenen Kegel- 
sclinitlen befindet sich nnr eine Parabel P^; sei c ihr Brennpunct und p, f, r, e 
ihre Berührungspuncte mit den Seilen des Vierseils. Seien ferner a nnd a 
die Brennpiincte irgend eines andern dem Vierseil eingeschriebenen Kegel- 
schnitts so wie /^i, y,, Tj. die Rerübrungspuncle der aus denselben an 
die PRrnhr>l gezogenen zwei Paar Tangenten. In Bezug hierauf hat mau fol- 
genden Salz. 

,Mas Rechteck unter den Abständen der beiden Brennpuncte n, a 
jedes dem Her seil eingeschriebenen KsgelschniUe A^ vom Brennpuncte c 
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der ParaM kl eom»t(mt (m InMU), mmi simm* gUiek der QumätwH-' 
wurdet «HU d§m Prodmd der vier LeHHrakUn,,wMe «u» dem Brmm- 
pmteie der PartAei muk ihren BerUArunfefmnc^ wU den-S^e» dee 
Viereäie g^tenT Und ferner: num m de» beidm Brennpunden m, et 

jedes emgeeekriebenen Kegehcknitts an die Parabet P* iti» «MW P«ar 
Tangetiten, so ist dm Product der vier LaieiriUde», weM« OMB dem 
Brennpuncle c der Parabel nach den Ber^hrung^jnmtten (pi, r^, e^) 
diesfr Tangenten gehen, ebenfaUe eonetioU, mml eseear gUiek jenem vor^ 
genannten Prodwie, Also int: 

CO' Ca = const. = } [ Cp ■ cif • er • cs)^ 
cpt-CffrCi^i'CSi — const - - rp-cff 'cr ■es/" 
Insbesüiidere sind also auch die Keciileciie unter den drei Paar Sirahlen, 
welche aus dem Brütinpuncte der Parabel noch den Gegeneckeo des Vierseits 
gezogen werden, an Inhalt einander gleich, und zwar auch gleich der ge- 
nannten (Juadralvvurzci. 

6. Der vorige Salz ist übrigens nur eine specielle Folge des nach- 
stehenden Sataes. 

„Sii^ 0 inuf b und ß, e und ^ die Brennpuncle irgend dreier 
demedben Viere^ mtgeee k r^enen K^eleMUte, eo findef »imeeken ikrm 
gegeneei^en AMänden aUenud JBe BetaOon SUnU, deifk %, B. 

ac-ac ay ■ ay 

bc'ße bf'ßf 

itiy Sind nni e and y tasbafiondere die BraoBpaneta der Parabel and 
ist y der anendlidi entferale, so wird der Bmdi rechts » 1 , aad datier 

ac ctc = bc-ßc «= oonsL; 
was dem vorigen Satze (5.) gemift* 
BerUn, im Mai 1852. 
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11. 

Combinatorisehe Aufgabe. 

(V<m Hmtii ProfcNor Dr. /. Slwur wa Berlin.) 



a) Welche Zahl, von Elenoienten hat die Eigenschaft, dafs sich 
die Elomenle so zu djreien ordnen Inssen, dafs je zwei in einer, aber nur m 
äner Verbindung vorlioinmen ? Wie viele wesentlich verschiedene Anordniulgen, 
d. h. solche, die nicht durch eine blofse Permatatioo der Elemente Miseioander 
hervorgehen, giebl es bei jeder Znlil? 

Ä) Wenn ferner die Elemente sich so zu vieren verbinden !n-sen 
sollen, dafs jtMl(> drei freien Elemente, d.h. solche, welche nicht schon einen 
der vorigen Dreier bilden, immer in etnem aber nur tn einem Vierer 
vorkommen, und dafs aucii keine 3 Elemente eines solchen Vierers einem der 
vorigen Dreier angehören; so entsteht daraus keine neue Bedingung für die 
Zahl iV 

c) Sollen die Elemente sich- weiter so zu FQafern combinireo lassen, 
dafs Je vier onter sich noch Mb BleaMnte, d>h. weiche Jieinea der lavor 
gebildeten Vierer (6.) aasmachen, noch einen der frttheren Dreier (a.) ent- 
halten, immer in einem, aber nur in einen FOnfer vorkommen, nnd dnfe ein 
aolcher Fünfer keinen der sehen gebildeten Dreier noch Vierer enihilt: weldie 
nene Hodification erleidet dann die Zahl JVP 

4} Und sollen die Elemente sich ihnlidiervreise so nn Sedisern vor- 
bioden lassen, dafli an je fünf unter sich noch freien Elementen ein bestimmtes 
sechstes gehört, aber keiner der so gebildeten Sechser einen der frOberei^ ^ 
Dreier oder Vierer oder Fflnfer enthAlt; welche Beschrflnknng erleidet dann 
die Zahl A7 

e) Eben so sollen Siebner gebildet werden, so dafs zu je sechs unter 
sich freien Elementen ein bestimmtes siebentes gehört, aber ein solcher Siebner 
weder einen dervorigren Dreier, noch Vierer, noch Ffinfer, noch Sechser ent- 
hSlt. Und So so)! fortgefahren werden, bis eUva für die Zahl A die Unmöglichkeit 
höherer Vrrliiriiluiifjpn dieser Art einlrill. Zudem soli auf jeder Slufo die allge- 
meine i'uriii der Zahl N, für welche die werorderten Combiäiaiiüneu möglich 
sind, angegeben, so wie uiugekehrl gezeigt werden, ob bei jeder Zahl von der 
Creile'i Journal f. d. Math. Bil. XLV. Hell i. 24 
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■itfgefundenra Form, die geford«rten Verbindungen aneb in der Thnt mOglieh 
sind. — Wenn z. B. in Rflcksichl der eralen Bedingung (e.) nllein die Znlil 
N Ton der Form 6ii-f-1 oder 6»-)- 8 sein mnfli, so Ist sn beweisen, ds£i 
fOr jede Zahl von einer dieser zwei Formen auch in der That die iV Elemente 
sieb auf die geforderte Art su ^AiA — 1) Dreiern verbinden lassen. Nimlidi 
aus den geslellten Bediogongen folgt leieht, dafs 

die ZaU der Dreier ^ W 



. Vierer 



2.3 ' 

A'(A^— DQV— 3) 
2.3.4 » 



... Siebner = 

u. s. w. ist. 



_ iy(iv— i) (iv— 3) ( 5)(iv--3i) 

2.3.4.5.6.7 



Auf die vorstehende Aufgabe wurdt! ich vor etwa scclis Jahren ge- 
legentlich durch eine geometrische Beirflchlunsr (bei Unlcrsuchuiigen über die 
Doppellaiigenlen der Curveii vierten ürudes) geführt. Diese ßetrachlung gab 
wobi einiges Licht über die Kalur der verlnnglen Goiubinulioncn. aber sie ge- 
aOgle doch nicht, den Gegenstand vollständig anfzaklfiren. Der für die Matbe- 
Bttä leider nn früh verdorbene Dr. RhientMUf weichem die Aufgabe vor 
Iflngrer Zelt milgethellt worden, sagte mir später, dafe er ans dem Falle («Oi 
den er vorerst allein In Betracht sog, einige Anwendungen auf Bels|Hele der 
Wahrsdiejnlicbkeitsrecbnnng macben könne. — Man kann die Aufgabe audi 
ligftriicb so stellen, dafs man sich unter den N Elementen eben so viele 
in einer Ebene beliebig liegende Panete denkt, weiche unter analogen Bedin- 
jgnngen tu Dreiedten (a.}* Vierecken Fflnfecken s. w. verbunden 

werdm sollen. 

Berlin, im November 1B52. 
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Aiifi^aben und Lehrsdtze. 

(Von Uerro Professor Dr. J. Steiner zu Berlin.) 



1. a) „*So/'/ ein Keqelschnifl heschrieben werden, welcher eine (je- 
gehene Curve vierlcn (jiriiÜH in irgend vier Punclen und nebsldem noch 
eine in derselben Ebene gegebene Gerade berührt, so isl die Zitüd der 
Lösungen =252." Oder allgemeioer: 

b) „SoU mm Ktgtltekmiti ehu gegebene Cwve mwUn Cfrud* m 
irgend vier Punetm und zudem eine (in dereelben Ebene) gegebene 
Curve nf** Brede in irgend «nem Punete berüirm, ea iU Zaki der 
Löeungen im Anemonen, 

= 126ii(ii+ir 
%. Ee giebt, im Allgemeinen, 136 KegeUeAmtte, teekbe eine gege- 
bene Curve vierten Grade in irgend wer Puneten berllbren und luAil- 
dem durch irgend einen gegebenen Punct gehend' 

3. „Ee gieblt Allgemeinen, 63 Kt^elschnifle , welche eine be~ 
üebige Curve vierten Grads in irgend dnem auf ihr gegebenen Punete 
und nehsidem in noch irgend drei andern Punclen berühren.^' 

4. „Es giehf , im Allgemeinen, 756 solche Kerjelsehniffe , welche 
eine hplu'fntie Curve tierien Grads in irgend einem Punete, a, rierpintrtig 
und ■: itd< III tn irgend zwei andern Punclen. b und c, e'tnfach (d. h. zwei- 
punchg) berühren." „Die Ueruhrungapuncte a ordnen sich zu 12 
und 12 in 63 bestimmte Gru/^pen und durch die 12 Puncle jeder Gruppe 
geht je eine Curve drillen Grads.'' — „Welche Beziehung haben diese 
63 Curvea dritten Grads zu eimnder?" 

5. „Wie viele eolebe Punete, u, gwU ee In einer allgemeinen 
Curve eierlen Grude, in weteben ne von einem KegeUebedl^ eedufuneSg 
berührt wirdf 

[Nich einer gewiaidii BelraehtiiDg Milte die ZeU der yerlaiigten Pnncle 
s=d34 seiii; elleiD es fallen tob denselben in Jeden Wendnng^Giict der ge- 
gebenes Cnrve eine bestimmte ^eiebe Menge, denra keine eigentliche Kegel- 
schnitte enisprecben, sondern dieselben werden dnreh die doppell gedecble Wen- 

24» 
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dnngstaiigmito vorlreteo. Fielen niin in jeden Wendnngspnnet elw« 8 oder 9 
der gedaehlen Ponole, so blieben noeb 132 oder 108 eigentiicho Li^snngeo 
übrig; wie vfele feilen in Jeden? Dordi ein gleiches Verfahren habe icb 

frOber die 27 Puncte, bestimmt, in welchen die Curve dritteD Grads von 
einem Kegelschnitte sechspunctig berührt wird (Bd. 32. S. 182 dies. Joorn.)- 
Dabei fielen Ton den 54 Panclen, welche die allgemeine Belraehlnng iueigt,. 

in jeden Wendongspunct drei, so dafs nur 27 blieben.] 

6. a) Wie vic!p solche Puncte, a, giebt es in einer Curve 5"", 6"", 
7*^, . . . Grads, in welchen dieselbe von eioem Kegelschnitte sechspunctig 
berührt wird? 

Wie viele solche Puncte giebl f8 in einer Curve vierten Grads, 
in welchen sie von einer Corve dritten Grads lUpunctig berührt wird? Und 
allgemein, wenn tny.^n: 

c) Wie viele äoicbe Puncte giebt es in einer Curve im"" Grads, in 
weleben sie von einer Cnrve fi*~ Grads ^(n-f l)(}t-|-2;puDctig berührt wird? 

7. «) Eänen KegdBchnilt m flndMi, weldier dne gegebene Girvo 
ftnflen Grads in fünf Pnnclen berührt. llVie viele Lftsnngen giebt es? — 
Dnlb die ZnU der LOsnngen enaeholieh grofs sein nnlb, erhellet ans deni 
obigen Sntso (1. a.), der als ein specieller Fell anni»eh«i ist, and wobei die 
Zsbl der LOanngen sebon 252 betrigt, aber gleiebwohl bedentand geringer 
sein ivird, als für den niigenieinen Fall. 

I) Wie viele Kegelacbnille giebt es, weldie dne gegebene Cnnre 
6*", 7^, m"" Grads in ttnf Puncten berühren? 

8. „Durch jeden beliebigen Puncl p in dm" Ebene einer Curtm 
n"" Grttds gehen, hn AUgemeinen, 3n(n — 1) Krümmvngskreise der lefZ" 
fern.^* Liegt der Puncl p insbesondere in der Cur 00 Mälbsf, to ist der 
ihm zugehörige Krümmungskreis dreifach tu zählen, oder die Zahl der 
durch ihn gfhmdrn Kriimmnng<tkreise ist um 2 geringer. — So gehen also 
z. B. durch jeden Punct in der Ebene eines Kegelschnitts, im Allgemeinen, 
6 KrOmmungskreise, und wenn der Punct in ihm selbst liegt, nur 4. 

9. „Soll ein Kreis eine gegebene Curve in irgend zwei Puncten 
berühren und zudem durch einen in ihrer Ebene ge^ebeiutt Punct p 
gehen, so giebt es, im Allgemeinen, 

i«(n-l)[(n+l)^«^-2)-8] 
LdfMi^.** — Ist niso die gegebene Corve vom 2**% 3**% 4*'", 5**", . . . Gfid^ 
so ist die Znhl der Lösungen besiebiich 4, 36, 132, 340, .... — „Wmm 
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4tr Prnrnet p hu^etoiuten im tfar ^ iy«A«inm Oim Mtt«f ß^i, jo mrd 
UtzUre vom 

«(ji-|.l)-4 

IfoMidim ifrdiMi M ^ MÜfl herUkri, und daim igi jeder wm dheen 
• JTfVMMii dopp^ »dUe», oder Se ZtM der Ldetm^en wird um elben 
«0 mri verrin^rl.'" 

10. »Sbll «in £r«M AfroH ««Mt g^feienä Puuete geken und MeM~ 
dan eme gep^eue Curve wf^ Qrad» ierükreu, mo ftudei», im Mfyemmnm, 

iAnaifem eMiJ* 

Berlin, im Nomber 1853. 



• 
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Eine Erweiterung der Malfattischen Aufgabe. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. SekdUwek xa Berlin. ) 



Id ein »pkdrkekei Dreieek LMS drei Kreise so beschreiben, von 
denen jeder die beiden andern und swei Seiten des Dreiecks berObrt. 

Die den Ecken N gegenflberliegenden Seiten des Dreiecks 

mögen i, rn, n heifiien. Die Entfernungen der Berahrungsguncte der Kreise 
nnd des Dreiecks von diesen Ecken beneichne man dnreh X, f*, v. Setst 
HMHi dann 

also 

a-\-b-\-e — 9, 
so erhftU man ieichl folgende Gleichung: 

*■' cos« sin* * , 

Sucht man Jetat ans der Gleichung 

,2 ^ cos g cos & cos c , sine sin ^rine | 

^ 4MMt ' sin« 

den Winkel a, so finden sich ans den Gleichungen 

^rt ^ r I \ cüs(v4 |(a— o)) . . ^> cos(# — \{a — «)) 

die 6r6feen y und «. 

Die Gleichung (2.) löset man bekanntlich durch ElnfObrung eines 
Hilifewinkeis 9 auf, den man aus der Gleichung 

(4.) tgy = Igdtgccol« 
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berechnet. Man findet dann 

^« » , . cos s cos CP 

(6.) C09(«— y) =— ^ 



cos A cos c 

Mit Hülfe rechtwinkliger sphärischer Dreiecke lassen sich die Gleichungen 
(3. 4. und 5.) comtruiren. 

Eine gehörige Verlauscbung der Bucbslab,en giebt aufser den Gleichun- 
gen (1. und 2.), entsprechend, noch zwei andere GleichuDgen. Bei dieser 
Auflösung braucht « nicht die Samme a-^-t-^c darsustellen, sondern kann ein 
beliebiger Bogen sein. 

Berlin, im Oelober 1852. 



Drnckfohler nnd Verbeaaernngen in dieaen Hefte. 



S. 103 Z. 7 V. 0. St. gelcjrl 1. zerlegl 

— 103 — 14 V. o. sl. welches i. welche 

103 — 14 V. 0. sl. toM der I. gleiehsdlig die 

— 104 — 9 V. e. sl. dssselbe 1. gleich 

— 104 — 9 V, u. füge mnn b»>i: zu bestimmen, 

— 105 — 10 V. 0. statt iltT (ileichung I. im Aligciiicmeii inelirere Doppel -Integrale von 

;f„(.v) 

— 106 — 10 V. n. sl. eosi« I. cos|na- 

— 118 — 2 V. u. sl. umgctirlc I. umgc-kclirle 

— 116 — 11 V. a. sl. der Axcn 1. den Axen 

— 117 — 10 V. 0. St. Coaslanten and L Constantcn, 
_ 134 - e V. H. SL i^[ii»s+(*i»+2»(«»-«M)]if I. 

— 1«« — 8 T, o. St. («c— A*)i7 I. (flC— 4")V 

^ m -10 T. i. St. eresin^*^?^ t aresin "''STT^'^ 
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8. 13t Z. 9 V. u. §1, der 1. ein 

f az — a r \ «4—0/ 

— 138 - 2 V. „. (1) ,. /-(l) 

— i4< — 14 V. u. au « L der xz 

— 147 —10 u. ii. V. 0. slall der vier Integrale bann man die füiyciide« stizcn: 

— 151 —12 0. «t. je— 9 I. jr-f « 

— 155 — 9 V. 0. «t. y I. y*' 

» 0 

— 159—3 V. o. sl. {(afi — alijj. -^ay—ac] I. \(aß~-aö)^ -^ay~ac\ 

— 159 ^ 5 V. 0. fit. \{aß~ab)-\- ar~ttc\ I. \(aß—ab)x-j-ay~ac\ 

— 167—3 V. 0. St. 6*-j-c* I. Ä'-f c* 

— 169 — 5 V. o. sf. -Kbonpn eiiter 1. -Ebeiieii, «iaer 

— 171 — 9 V. u. si. der Zeile (3.; 1. 

S, 171 Z. 4 «. füge bei ^/"''Vj/''''' W"'^' ^) Ar 

— 172 — 3 V. o. sl. Btif I. zo 

— 172 -12 V. o. 81. ö(|,;f(ü)) I. 



I 
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14. 

Über einige neue Bestlmmungs -Arten der Curven 

zweiter Ordnuns^ nebst daraus folgenden neuen 
£igenscha(len derselben Curven. 

(Von Herrn Profesior Dr. J. Siemer su BwrUn.^ 

(Aasxiig aus «inein am i. März in der Akadeaiie der Wissens. g«haU«non Vurtrage.) 



%. I. 

' Die swei hier sniiädist folgenden Beslinunungs- Arten der Kegelaehoitte 
sind den beiiannten bddeii Erseogangsweisen derselben, ainlfch durch die 
Brennpunete oder dorch den einen Brennpnnct und die »ugehi^rige Lelllinie, 
gewisswmafeen anelog ond nnhssen ide eis besondere Fille. Die erste Art 
l»estebt darin: daft, statt die Samme oder Differens der naoh den Brennpnnclen 
genogenen Leilalrahleo als gegeben ancnnebmen, hier die Soninie oder Dif- 
ferens aweier Tangenten, weldte aus dem beschreibenden Poncte an iwd 
feste Kreise gezogen werden, als gegeben angesehen wird. Bei der sweitni 
treten an die Stelle der Leitlinie irgend eine Anzahl beliebige gegebene Ge- 
rade, auf welche aus dem beschreibenden Pnncte Perpendiiiel gefiJJt und mit 
dem Leitslrahl nach dem einen Brennpuncte, so wie mit dem aus diesem letztern 
auf dieselben Geraden herabgelassenen Perpendikel in hcslimmles Verhällnifs 
gesetzt werden. Die Hnrnn? hervorgehenden beiden Salze lauten wie folgt. 

I. „Sind hl finer Kbeue irgend zwei Kreise 4", gegeben und 
man zieht aus einem willkürlichen Puncfe X^, em jeden Kreis eine Tan- 
gente ff, ß und verlangt, es soll entiveder die Summe, 'a-V-ß), oder der 
Vniemchii'd (a — ß oder ß — a) dieser Tangenten einer gegebenen Länge t 
jfUich sein, so ist der Ort des Pvncfes Äu altemal irgend ein Kegel- ' 
»ekmlt wilcker jedm der Mäm Kreue doppelt berührt (f§dl oder 
imaginär), mtd tom iuam Aren hnmer ite mne oder emdere «mf der 
MUietpmneUßtik Aß der Krnee Hegt*' Und umgekehrt: „Werden einem 
^e^ebenen KegeleektüUe C* irgend zwei On doppelt berükrende Krme 
und B* eingeeekrieben, deren Mül^puncte Ä und B jedoek m der 
nämMen Axe deeetXben H«^, eo Aeiben Se aue Jedem Ptmete X 4iif 

CUU£* iMiMl LisM, Bd.XLV. fl«lt 3. 25 
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Ki^ebfAnHif an üb Krme $§zogmtm Tang^iUem a, ß hgmd tnu 
i€»&miU8 Ldm^ i mhiftiär zur Summe oder «wn UtUereekUii tmd 
xipar pkiet im Ätfyemd»«» bmdee »laii, nimM der Ke^eitcktdti wird 
durcA die BerlUuw^epwn^e mU dm Kreisen in vier Bogen gelheiU und 
für zwn dieser Bogen findet Summe 0 9 dagegen fkr die Mden 

andern Unteredued (a^ß=i oder ß^a^O •t^*»" 

II. „Sind' in einer Ebene heßekige n Gerade G^^ tf„ 6., ... 
und irgend ^ Punet A gegeben und werden die ame «nem wittkürHehen 
Panefe X auf die Geraden geßUlten PerftenSM X|, x^, .... oe- 
stAHwA durch aue dem feeten Punefe A auf üiedhen Geraden ilcr- 
«ikgelaesenen Peryendiket <t,, 41,, «3, . . «, divi^i, die erhalienen Qwh- 
Henfen re^e^ee mM g^Aenen Coef/bnenlen mulüplidrt, 
und wh'd verlangt, et eoU die Summe dieser Producte gleich sein dem 
aue A nach X gezogenen Leiteirokl AX^x dimdirt durch eine gC" 
gibene Länge a, ateo et eoll 

a.^ + «.^ + «.^ + + «.S = f 

eeiHj eo iat der Ort des Punete X allemal irgend ein KegeleeAnitt (P, 
weicher den Punei A zum Brmmpunei htO, und vo» welchem der Krüm~ 
mungshulhmeseer r im Scheitel der Uaupt-Axe durch die n Co^ßmeuien 
und Se Länge a unmUeibar benimmt iel, nämlich «e iet 

eben so hängt die dem Urennpxmcie A zugehörige Leiilinie G des Kegel- 
schnitts CP nur von den n Coefßcienfen (und den festen Elementen) ab, 
so dafs, wenn »um Me^Länge a »ach wumder aUe Warthe, wn OUt oa, 
anjMybMn Id/Srf, Jciim «tiM ^ehe Schaar Kegetsehmiie C* entsiehl, 
wdche den Brent^nmet A und die zugehörige Mjm0nie G gemmn heiben, 
und bei welchen der genamUe KrmnmungshMneeeer r zu der uugehör^en 
Länge a conetantee VerhäUnifs hat, -^ = a,-| «j-f -| 

Reductren sich beim ersten SaUe fl ) die gegebenen jireise A\ H' 
auf ihre iMitielnuncle A, B und ISfsl ma» beim zweiten Salze (II.) alle ge- 
gebenen Gi Maden, bis auf eine, fort, SO erbäil man die Eingangs erwahateo 
swei bekannten Sätze. 
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S. 8- 

Znniehst will leh hier in Rfleksicht des swelten SaUea nar einen Um- 
stand knn andeuten nnd sodann den ersten Sata dner ausffthrlicfaeren Er- 
drternng unterwerfen. 

Die genannte Leitlinie G ist nflmlich dadurch bestimmt, dars sie in ge- 
wissem Sinne eineAxe minierer Entrernung ist, in Rfleksicht der gegebenen 
n Geraden, deren zugehörigen Coeracienten und des Pnnctes A, und zwar 
in dem Sinne dafs, wenn nnd r, die ans den Pnnclen A und atif die 
Linie G gefAlJleo Perpendiiiel sind, dann für jeden Punct X der Ebene stets 

ist. Die Leitlinie G ist jedoch hierdurch nicht absolut, sondern vieldeutig be- 
slimmt. Denn da man in Rfldiai^t Jeder der gegebenen ft Geraden die beiden 
entgegengeselalea Setten derselben darob die Zeiobmi -f and — au nnter- 
scheiden bat, und da man diese Zeichen nach Belieben wechaeltt kann, so 
entstehen, dnreb diese WechseluDg, bei denselben gegebenen Elementen 
(d. b. bd denselben n Geraden fi^, .... denselben ii CoöfBcienlen 
ttj, tt,, .... o«, demselben Punete A nnd derselben Unge a) viele verscbio- 
dmie Leitlinien Q und tugebörlge Kegelsebnille C und nwar ist ihre Zahl, 
im Allgemeinen, » 2*~*. 

So sind also s. Bi bei nur awei gegebenen Geraden Gi und G,, auch 
swei veracbiedene Leitlinien, etwa G nnd H, möglich ; dieselben gehen beide 
durch den Sebniltpunct jener Geraden und sind zu ihnen sugeordnet barmo- 
niscb, u. s. w. Ich ttbeiigebe hier die weitere Eatwickelnng dieses G^enslandea. 

% 3, 

L Um nun den ersten Sats ($. 1, L) umstAndlidi an erörtern, wollen 
wir mit dem bestimmten Falle beginnen, wo die gegebenen Kreise A' nnd 11' 
aufsereinander liegen, wie etwa (Fig. 1. Taf. V.) die Kreise IIa 17,«, und Vb 1',*, 
- Qber den Durchmessern UUi und FTi, nnd um die Mittelpuncte oad B. 

Es ist erforderlich, folgende Elemente nfiher an fixiren, so wie auf 
gewisse Neben -Umstfindc oufmcrksflm zu mnchen. 

Man bezeichne die (Gröfse der ) Kadien der Kreise A*, IP dnrch a', Ä*; 
den Absland ilirer Millelpuncle von einander, die Strecke Ali, durch 2c; sei 
M die >lille der Strecke AB, also MA — Mb^c. Die unbegrenzte Gerade 
VABS heifse Axe und werde durch .V bezeichnet; II und f/,, T und F, 
seien die ii.udpuiicte der in der Axe liegenden Durchmesser der Kreise. 
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Mao beselchne ferner die Llnge der ms den PancCen V nnd F| an den 
Kreis iT gesogenen Tangenten beniehlidi durch v nnd 9i, nnd eben ao die 
ans den Pancten V und t^, an den Ereis gehenden TengenteB durch « 
nnd V|. Ist Radius ff\ so ist von den 4 Tangenten u die gröfste ond 
»1 die kleinste, nämlich ihre Folge ist: tr Z>Ci >- t'i • Dio Gerade L sei 
die sogenannte Linie gleicher Potenzen der gegebenen Kreise, d. h. der Ort 
aller Pancte, aas denen die Tangenten a, ß an beide Kreise einander gieioh 
sind, a—ß oder «— /?=rO. Ferner seien R, It, die flufseren gemein- 
schaftlichen Tanirenlen drr Krrise, und o und b, Oi und 6, ihre ßernhrungs- 
piincte; ihr gegenseitiji^er Schnitt x ist der Sufsere Ähnlichkeitspunct der Kreise. 
Ehen so seien »S, die ianern gemeinschaftlichen Tan^enfon. f und ß, 
«, und /?, ihre ßerflhrunorspuncle ; ihr Schnitt r, i'^l der innere Ähulichkeits- 
punct der Kreise. Diese zwei Paar gemeinscbaniichen Tangenten werden durch 
die 8 Berflhrungspuncle, durch ihre gegenseitigen 4 Schnitlpuncte i), 5, i),. ^, 
und tiurcii die 4 Schnitte m, ju, dui Linie L so begrenzt, (iais die 

Abschnitte folgendermafsen einander gleich sind: 

1) «* = aiÄi = 9ji = 3Pi, und «/?= a^/?! — = 9,3,, 

3) ^Mt=m^^fl^z=sfl1f^sssac.^ nnd mj ^ »/19 = /la = u/? = etc. 
Daher stehen die Diagonalen 991 nnd jji oder T nnd Z des dnreh die vier 
geaieinscbafUichen Tangenten gebildeten ▼ollslAndigen Vierseits BBiSSt gleich- 
weit von der Linie L ab, sind mit dieser nn der (dritten Diagonale tXt oder 
der) Axe X senkrecht, und in Rflcksicbt der Pnnete y, « nnd m^, in welchen 
sie die ietatere schneiden, Ist muy^Wo*' Die vier Berahmngspnncte a, b, 
^1 der ioftem Tangenten B, Jli liegm in einem Kreise JIP, welcher den 
vorgenannten Punct JH cum Miltclpunct hat, Eben so liegen die vier Be- 
rOhrungspuncte a, ß, o,, der beiden inneren Tangenten S, Sg in einem 
andern Kreise JfV-, und gleicherweise liegen die vier Wecbsel^cbnitte 9^ 9m 
der fiufsern mit den innero Tangenten, nebst den MittelponctMl A, B der 
gegebenen Kreise, in einem dritten Kreise 31^; \m denselben Mitlelpunct 
der somit c — MA zum Radius hat. Die aus dem Puncte M auf die Tan- 
genten ü, A|, Si gerüllten Perpendikel haben bezieblicb m, m|, /*, /A| 
nn Fufspunclen, also ihre Fufspuncte auf der Linie L. 

Endlich sei N die Milte der Strecke xxg zwischen den Ähnlichkeits- 
puncten x and Xi. Der mit Aj: = A^x, = n um den Punct V beschriebene 
Kreis heiist der Äbnlichkettskreis der gegebenen Kreise 4^ und 
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H. Libt nio die bestinmende Länge / iMeb eintndM' all» Wertlie, 
▼00 0 bis oc, durehlittfeo, so oaUriebl die gaoxe Scbaer Ortscurveo C\ oder 
welche der obige Sali ($.1, 1.) io sieb begreift Wie anob diese 
Onrrett die Ebene bedecken mflgen, so ist doch Mar, dal^ dorcb jeden Pnnct 
der Ebene nnr iwei derselben geben; denn sind ß die Tangenten ans 
an A\ B\ so ist fUr die ebie Corvo «^ß md fBr die andere I » a^ß 
oder sstß—a. Wie sieb gleicb nacbber neigen wird, ist für jede gegdiene 
Liege I leidit sn enisebeiden, ob die nngebdrige Ortsoerre C* Eilipse E^, 
Hyperbel IP, oder Parabel sei, und wie sich dieselbe nAber gegen die 
Kreise A\ verhalle. Nfimlich die Corve C ist W oder E\ je nachdem 
die Länge l<iAB oder 1>AB, nnd ist gerade l=AB—%c, so findet 
die einzige Parabel statt. In Rücksicht ihres Verbaitens ^e^m die gege- 
benen Kreise zerfallen alle Hyperbeln in drei Gruppen, die durch Gr[1i])j 
Gr^H^) nnd GrU.^ hezeichnel werden sollen; von ihnen, so wie von der 
Gruppe Ellipsen, Gri^E')^ sind folgende nähere Umstände anzugeben. 

1) Pflr die Warthe von 1=0 bis i^aß (L) entsteht die erste 
Gruppe Hyperbeln, Gr(H^)^ sie beginnt (för f:=0} mit der Linie L (die 
man sich als doppelt sn denken bat, als Hyperbel, deren beide Zweige in der 
iweiten Axe sosammengefallen sind) und endet mit dem Paar innere Tan- 
genten (S^iS;), für i^aß^^otß^. Von jeder liegt die Haupt- Axe auf 
dw Axe X, nnd von ihren Zweigen nmschliefst der eine den Kreis J^ der 
andere den Kreis B^\ aber anfänglich berührt sie beide Kreise imaginär, bis 
l = Ui (L) wird, wo sie den gröfsern Kreis in U, berührt, und zwar 
4pnnclig, so dafs er der Krfimmungskreis in ihrem Scheitel ist; von da 
ab berührt die //,' den Kreis A' in zwei reellen Puncfen, aber den Kreis 
noch imagJnfir, hl? f^v und damit Ii' ihr Krümmunjjskrei-i im Scheitet V 
wird; von da ab berülirl Ui beide Kreise rf fü , bis zu ihrer ürcniie (SSi). 
Die reellen ßerOhrongsponcte aller liegen also iaogs der Kreisbogen 
aVittt und /i^/^i. 

8) Den Wertben von 1^ a/9 bis t^«i entspricht die «weite Gruppe 
Hyperbeln, 6^r(J^), sie beginnt mit dem Paar innere Tangenten (SSt) nnd 
endet mit dem Paar äufsere Tangenten (RBi); von jeder liegt die zweite 
Axe auf der Axe X, nnd von ihren awei Zweigen berührt jeder beide Kreise 
▼on Aniten; alle vier Herflhmngspuncte sind stets reell und liegen in den 
nwei Paar Kreisbofeii «« nnd aiOj, bßi und b^ß. 
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3) Hat / die Werihe von 1=«* bis iss^AB, so entsteht die dritte 
Gruppe Hyperbeln, Gr{H^)^ beginoend mU den iDfaeren Tangenten (RRi) 
nnd endend mit der Parabel P*, die, wie schon bemerkt, den Wertbe iBssAB 
entspricht, nnd weiche die Kreise etwa in den Pnncten a nnd «i, ( nnd (i 
berObren soll. Von jeder nmscblielkt der eine Zweig beide Kreise und 
berOhrt sie reell; ihre Banpt^Axe liegt auf X nnd die Beriihmngspnncle liegen 
In den Bogen na and iiiai, H nnd bih^, 

4) Hat endlich / die Werthe von l — AB bis /«oo, so entsteht 
die Ckttppe EOipsen, Gr{ty-)^ die mit der Parabel beginnt nnd mit einer 
gana im Unendlichen Hegenden Ellipse. — El. endet. Jede nmschliefsl 
beide Kreise, ihre Haupt-Axe iiegl auf A'; nnfänglicli berührt sie jeden Kreis 
in swei reellen Puticten, bis / = r, wird, wobei sie den Kreis im Pancto V\ 
vierpunclig berührt und ihn zum Krammungskreise hat; von da ab berflhrt 
die mir noch den Kreis reell, bis l=n wird, wobei sie ihn im Poncle ü 
vicrpiinclig herflhrt nnd zum Krümmnnjrskreiise hat: von hier ab sind alle Be- 
rührungen imagiiuir. Die reellen BerQbruDgspuncte aller liegen in den 
Bogen ai'a, und Sr,b,. 

Bei diesen» Durchlaufen der ganzen Schaar Ürlscurven durch stetiges 
Wachsen der Länge /, durchiäun der .Millelpunct der Curve C, der C heifsen 
niaff, die Axe X in nnverflnderler Richtung, und zwar durchziehen die Millel- 
puncte der verschiedenen Gruppen folgende besliuimte Strecken der Axe X. 
Bei der Gr {Hl) rückt der Millelpunct C von m„ bis %i\ bei der Gr{H^) von 
Vi bis y; bei der Gr {Hl) rückt C, iu gloicber Richtung, von x bis ins Unend-> 
liebe, bis xnm Miltelpnncte der Parabel P% nnd beider Gr{E^) endlich 
kommt C ans dem Unendlichen, von C«, nach Ü, A, bis anletat nach 
M sarttck, so dafs dieser letzte Pnnci M gerade der Mittelpnnct der letiten 
Ellipse Ist, die dem Werthe t—oo entspricht und gani im Unendlidien 
liegt. — Hiemach durchlauft der Mittelpnnct C die ganxe Axe X, bis auf die 
Strecke Mma\ In dieser Strecke liegen Mittelpuncte imaginärer Ortsenrven. 

FSr jede gegebene Lange / sind die Berflhmngspuncte der augebOrigen 
Curve C mit den gegebenen Kreisen A^ nnd B*, unter andern, wie folgt 
leicht an coostrniren. Um s. B. die Berflhmngspuncte mit dem Kreise zn 
finden, trage man ouf irgend einer Tangente des Kreises ü-, etwa auf der 
Tangente H, von deren Berührnngspunct b aus die gegebene I^Ange / ab, 
nehme bb„=l: so schneidet der mit Bb„ um den Punct B besohriebene 
Hüifskreis B^ den Kreis A^ in den verlangten Berahrnngspnncten; nnd im 
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FaUe w ihn nicht wirklich tehnddel, so ist andi die Bcrflhrnng inaginir, aber 
alsdann isl die Linie der gleichen Polenten der Kreise Bl nnd (d. h* ihre 
idedle femeinschefUiche Secante)* anghiich die ideelle BerOhrnngssehne von 
C nnd il'. Eben so findet man die Beröhrungspnnele von B* und C*. Danach 
sind also z. B. noch die vorerwihnten Berfthrongspnncle a,, 6, &i der Para- 
* bei leicht zu finden, fAr welche man bbu=AB zu nehmen hat. Eben so 
sind die Berflbmngspuncte jeder der beiden Corven C\ welche durch irgend 
einen ge<rebenen Piinct X^, geben, leicht zu erhalten; u. s. w. 

III. Die Hrennponcle der SiC) haben bemerkenswertbe Lage nnd 
. sind insirosfimtnt pinmi int!?ressanlen Gesellt unforworfen. 

Di/' Zitate i^ruj'j'f Uiiperheln , die Gr [11:)^ hat -^uii/ (frt ihrer 
lirtnnj)ii)irif den Ähnliilikfil J^rirs \\ .so daß die Endpuncle jeder zum 
Durc/imeAser rii senkredUen Heime dieses Kreisen ^ zuglmch die Brenn" ' 
fnmcte einer II- itind, 

\ Uli ulieu übrigen Orf.scureen dagegen liegen die Brennpuncie in 
der Äxe aber jede zwei zusammengehörige Brennputule sind zu den 
ÄknBdUtm^m^m t und %i zugeordnei Aarmmusek. .Danach nrafr die 
Parabel 1^ den Mittelpnnet JV des Ahnlichkeitskreises san Keunpunct haben, 
weil der ihm, in Being anf x nnd Ti, zugeordnete hamionisdie Pnnct im Un- 
endlichen liegt. Die mehrgenannte besondere Ellipse bat die Hittdpnncle 
A, B der gegebenen Kreise in Brennpancten, denn dieselben sind «i x nnd Xt 
harmonisch und stehen gleichweit vom Hittelpnnct üf der E* ab *). Ferner 
werden hierdurch nach die Brennpnncte Jener besondera ersten Hyperbel H* 
bestimmt, welche ans der doppelten Linie L besteht (II. 1.)« denn da die- 
selbe offenbar anm Mittelpnnet hat, so sind y nnd « als ihre Brennpnncte 
annisehen, indem sie so x nnd ri hsrmonisch sind nnd gleichweit von «1^ ab- 
stehen, y«a= 2w„ (I.). 

Demnach sind die Brennpnncte aller Orlscnrven folgendem gemeinsamen 
Gesets onterworfen: 

,yDas Rec/Ueck unter den Abständen der beiden firennpuncfe, etwa 
f und , jeder Orlscurre C' von dem Puncfe N ( dem Brennpuncf der 
Parabei oder MtUelpvnct des AAnüchkeiiskreises A'^J ist constani. 



*i Bei jeder gewöhoJichen £llipse reducirt sich der doppcll berührende Kreis, wenn 
Min HiUelpnnct in einem Brennpuncte Keg^ anf seinen Hiltelpunct, d. h. sein Raifias wird 
r= 0 (s. Dd. 37. S. 175 dies. Journals] r]]t- obige besondere Ellipse ß^f deren Umfang 
. im Unendlichen liegt, macht also hierin eine Ausnahme. 
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und gwar n^, k» glM Quoirat de» JBUi^ue du JMekkml9^ 
Mae», abo »feU fIi,f^N^n\'' 

bl der HiUelpiincl C einer OrtMirve iP gegeben, eo sind liieniich 
die Brenopnocte f und fi derselben bestimmt und leicht zo findeB. NinUfeh 
llegl C im Durchmesser icXi, so sind (wie bereits engegeben) die Endpanete 
der inC auf rr, rechtwinkligen Sehne des Kreises iV die verlangten Hrenn~ 
puncte. Liegt dagegen C auf der Verlängerang des Durchmessers, nach der 
einen oder andern Seite hin, so ist die aus C an den Kreis A'^ gezogene 
Tangente gleich der Excenlricität der zugehörigen Cnrve C'j so dnfs der mit 
der Tangente nni C beschriebene Kreis die Axe Ä' in den verlangten Hrenn- 
puncten f und /\ schneidet. — Darauf <,'ps(ützl, sind nun weiter auch die 
Axen der Curve C^, so wie die ihr zugehörige Länge / zu finden. Nfimlich 
setzt man die bereits gefundene Exceniricität C/'=C^ = y, und bezeichnet 
die halben Axen der Curve durcii a und (i , die Radien der Kreise and 
durch a und b, stall wie oben (L) durch a' und b\ so ist im ersten Falle 

c :^ s ^ : Af — b : Bf, 

dagegen im andern Falle 

/^^ : Af.Äf, *» : Bf. Bf,, 

dort findet nnn u, hier snnicbsl /?^; an beiden Orten findet man die Jedes- 
malige andere Axe ans der bekannten Relation nwischen a, ß und y. Die 
Lfinge I wird bestimmt dnrch 

Ii AB = aiy» 

IV. Die Pnnde, in weichen irgend eine Ortacorve die Kreise j*, 
berflhrt, mögen besiehiieb p und q und yi beifsen. „Di» Ber^hmn§«~ 
»eknen ppi und yy, sind der Linie Ij parallel, »tehen jedeamal glmekmeU 

von ihr ab, tmd sind, wie nie, «tir Axe X eenkreeläf Qend eivar findet 
dies auch in dem Falle alutl, wo die Berükrvng imaginär und die Seknen 
ideel mnd)J" Und umgekehrt: „Jede zwa mit der Linie L parallele 

and rnn ihr gleichweit ahsfefiende (lernde, find die Berührungsseimm 
irgend einer Ortscurve f ' mit den gegebmen Kreisen A' und Ii'.'' — 
Ferner: „Die aus den Puiic/f^n p und p, an den Kreh H' gezogenen 
Tungenten ß, sind den aus den Puncten t/ und tfi an den Kreis A^ ge- 
henden TangeiUen u gleich, und zwar sind bade gerade der, der CkirtfeC^ 
zugehörigen Länge l gleicht 

*) Dieser Satz befindel sieh sclion in einer rröberen Abhandlnng von nVi aof 
welch« bereiU vorbin verwiesen (Bd. 37. S.176 dies. Jounials). 
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„iMe wer BerSkruf^tjnmeie p, Pi, 9, S»f4M atl^mai i» «mm 
Kreus M*, der den t^ßentmnien Punei 9t zum Mitteipmtei hat,** Und 
oBgvketirt: t^^tier um M beteArMme Kreit M* »ehneid^ g^^benm 
Krmee A*, iH solchen tum Paar Puneten, in wehren sie von irgend 
einer Ortecurte C berührt werden.^* 

fJHe acht Puncte, in welc/ten die gegebenen Kreise von je zwei 
Ortscttraen berührt werjenj üegenjedeemal m irgend einem dritten Kt^et- 
eehnitte, e/wu U-.'^ So liegen also z. B. auch die acht Bcrührungspancte 
a, f/| , b, 6, und et, r/,, /i, ß, der zwei Paar g:eineinschartlicheii Tangenten 
H, Ä, und S, Si in ir<:on(l einem KegelschiiiUe Z^^" Und umgekehrt: „Legt 
wun dttrcli ilif rfer lit'ruhtungspunr(e //,, t/, einer Curi'e einen 
beiicbiyen Kfgelsfhnitt ü' , .v« schneidet dieser die Kreide .V, Ii' in solchen 
vier nenen Puncten p' und fti. (/" und (/"^ in weichen sie von irgend einer 
andern Orf.scun e, etwa T'-, berührt werden.^' 

„Die ytgeiVieitigen vier Schniftpuncte je zweier Orixcurven C' und Cy 
liegen jedesmal in einem Kreise um M; ' und umgekehrt: „jeder um 
M beeekriehene Kreis schneidet jede Oriscurve in vier solchen 
Puncten , durch welche allemul noch irgend eine andere Ortseurve C* 
jr«A/.** So sdineidet ilso jede Curve C insbesondere aoeh die Tengenten R 
und ili in 4 solchen Pnncten, welebe in einem Kreise SV liegen, und swar 
bilden die Taagenten gleiebe Sehnen in der Cnrve; eben so verhAlt es sich 
rail den ianern Tangenten S und Si\ und nocb mehr: 

„DU vier TangaUen R, üi , S, S, Wden m jeder Üriseurve C* 
mr ginehe Sehnen, und zwar sind £e»e Sehnen gerade derjedemaUgen 
zugehörigen Länge i gläeh, und ihre äUtlen U^en sdmmiHeA in der 
Linie Lf und tnnd die Puncte ut, »ii, fi, ju^/* Danach sind fflr jede gegebene 
liAnge / sogleich diejenigen acht Puncte anzugeben, in weichen die vier Tan- 
genten R, /<, , S, Si von der zugehörigen OrlsGorve C geschnitten werden. • 

Werden die zwei Paar BerQhrungspuncte p ond q und y, jeder 
Oriscurve wecbselseilig durch Gerade verbunden, denkt man sich die je 
vier Geraden pf/, /^y, , p^f/i gezogen, die „Wechsehehnen"'' heifsen 

sollen, so haben alle VVecli«ie!*elinen folgende genuunsanie Eigenschaf! 

Jede Wech-ielsehiie biidfl in den gegebenen Kreisen gleiche Sehnen; 
d. h. schneidet -z. B. dip Gerade ptf die Kreise A' und B' zum zweiten 
' Mal, etwa in den Punclen //" und y", so ist stets die Sehne fipf'=.qqV* 
Ferner: 

Grelle s Journal f. d. M. Bd. XLV. Heil i. 26 
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„m§ mtte, ehoa m, jeder WeeMeekm Uegt in itr Luiie L, und 
da» mu dem PtmeU M iSMfU a^äliU PerpendUtd trigt «e t» 
ihrer MUte m Baker ierükrmt edte WeekMteekme» in^ffeeamMU eme 
Pm'obet, ehea weldie M «m» Bretmpunei m»d die lAme L «m* 
Temgenie hm SekeUei mia der Ase hat, m$d wdeke mtmeni&ek mk dm 
Kreue» JP und die 4 Tangenten R, Aj, S, St gemein hol (die selbit 
spedelle Wecbsebeluieii tind).** 

Die BerflbraagflUiiigenten der Curvc und der Kreise jP und jB", 
d. h. dicjenigeo. Tangentea, welclie id den Puaclen p und q nnd «jr, zu- 
gleich die Curve und die respecliven Kreise berühren, sollen P ond P,, 
Q und Qi heifsen. Diese 4 Tangealen haben analoge Eigenschaften, wie die 
4 PuDcte; indessen will ich hier nur einige davon angeben und die übrigen 
der späteren Betrachtung überlassen, wo slaU der Kreise uod B"^ heUebige 
Kejjelscbnille gegeben sind. 

Der Schnitt PPi, d. h. von P mit P,, hdi-«' p, und der Schnitt QQ, 
heil e V,; terner mögen die WechselsciiuiUe PO utui PiÖi, PQi und P^Q 
b(>7i( lilich durch ci und q^, c uud bezeichnet werden, so dafs also p und p,, 
q uod qi, r und ti die Gegenecken des vollständigen Vierseits PPiQQi sind. 

„üie Puncle ip und liegen in der Axe X utid sind stets zu den 
Ahnlichkettspuneten x und zugeordnet /karmomeek.** . 

„Der ffrl qller WeeheeUeknUte qi, r, ri iet der JAnäckkette- 
ArewJVl** Hierliei ist eio Nebeo- Umstand sa benerl^en. Die Teogenteii P 
md Pt werden einmBl die iafsern gemeinseliafUidiea faagealea der Kreise 
JP aad A^', wobei sie in den Paneten V nnd ti berftbren, nnd eis ander- 
nnil werden sie die innem geneinscbaftlichen Tangwten derselbes, wobei 
sie N* in den Ponden nnd berflhreii: und äbdann Meif die BeHtk~ 
rm^eeeknen und die B^geneehaft, daft de den Kreie B^ in den 
PaneUn Vi' und V ieruiren, indem dabei gbiebseilig die beiden Tangetten 
Q and anf die jedesmalige Sebao fallen nnd die Corvo C* den Kreis B* 
im betreffeBden Poncte V, oder V vierpunclig berührt (IL). Uoigelcobrl: 
t^itgt man an umei auftereinander Hegende beUebige Kr^ee JP und JV' 
4lie Paar gemeinecAaftiichen Tangenten, und ^iekt in dem eiiMfi oder 
andern Kreise, etwa in iV^ die beiden BerührungsHehnen r"tV und q"qy 
der Tangentenpaare , beschreibt über der Strecke V, V, welche diese 
Sehnen in der Axe X begrenzen , den dritten Kreis B', so haben die 
Krdee B^ und den Kreis jS^ zum A 
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Wenn 4i« gegebenen Kreise und einander edmeiden, oder der 
eine gens innerkalb des andern lieget, so treten in ROdteidit der a^gegelMnen 
Bigensdiaflen (f. 3.) gewbse Änderungen ein, oder aene UnsUlnde liinsn, 
'm deren Verstflndnifs die Beifingungen fflr den beecbreiltenden Ponct \l^ 
($. 1, 1.) etwas nnfamender gestellt werden mOssen. Der allgemeinere Be- 
griff bt: dafs man die Potenzen des Pnnetes in Beug auf die Kreise ins 
Ange farst (B. Bd. L S. 1 63 d. Jonm.). Da nan die Foleai eines Fundes JS^ 
in Bezog auf einen Kreis A- sowohl ätifstre als uinere sein kann, und als 
solche entweder durch das Quadrat der ans ihm an den Kreis gesogenen 
Tangenle n, oder durch das Quadrat der hfilLen kleinsten Sehne, etwa ff|, 
die durch ihn geht, reprSsentirt wird, je nachdem der Puncl aufserhutb oder • 
innerhalb des Kreises liegt: so kann also hei zwei gegebenen Kreisen 
nnd D' ebensowohl auch nach dem Orle des Puncis gefragt werden, ftir 
welchen die Summe, /jf,, oder der riilerschied , «, — oder — 
der durch ihn gehenden halben kieiosten Sehnen der Kreise einer gegebenen 
Lfinge / gleich sein soll; und alsdann läfst sich diese Bedingung mit der 
obigen über die Tanj^enten a und ß in die umfassendere Forderung ver- 
einigen: Dm Ort des Puncte* anzugeben, für welchen die iQuaärat") 
W urzeln der (gleichartigen Polenzen in Bezug auf die geg^entn Krens 
und B^ am gegekmt hänge l, entiMder «tir jS^mnaie oier «in» Cnttr" 
tekMh Men, Wenn oun mcb die Orter fflr innere nod iluAere Potenn 
getrennt bleiben nnd demselben / nacb Jeder Art ein besonderer Kegelsebnitt 
entspricht, so Stehen beide Arten doob in einem gewissen Znsammenbang, und 
ergincen einander auf naturgem*fte Weise. — Ferner kann man eben so den 
Ort desjenigen Pnnels verlangwi, für weleben die Summe oder Differens 
der Wnrteln der rnngiMckar^e» Polenten (d. b. der Tangente «n den dnen 
Kreis nnd. der halben kleinsten Sebne im mdern Krdse), der gegebenen 
Lange / gleich sein soll. In diesem Falle ist jedoch der Terlangte Ort Im 
Allgemeinen eine Gnrve vierten Grads. 

Hit Beng bleranf, erleiden die obigen Eigenschaften, bei der ange« 
deuteten verflnderten gegenseitigen Lage der gegebenen Kreise, nachstehende 
Modificatioaen. 

§. 5. 

I. Man lasse die beiden Kreise A- und (Fig. 1. Taf, V.) einander 
oAher rQckeo, bis sie mit den Poncten üt und V aoetnanderstofsen und sich in 

26* 
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eioem Ponele (tTi V) berQhren, so falleti beide innern Tenf enlen 5 und j9i auf 
die Lioie L, und diese wird die Berahnm^tangeote der Kreise im Pvncte 

{üiV)\ in diesen Ponct rOcIil auch der iaoere'ÄbnIichkeitspanct itm so wie 
viele andere Puncte. Dninif verscliwindel jene erste Gruppe Hyperbeln, die 
Gr{If; (§ ^. H )-, indem ihr Endglied (SSi) sich mit ihrem AoFangsgliede Xr 
vereinigt, oder sie redacirl sicli auf dieses einzige Glied L, welches Jetat 
sogleicb das Anrangsglied der zweiten Gruppe, Gr^Uj)^ ist. Diese Gruppe 
endet, wie zuvor, mit dem Paar ilurscrn Tangenteo (JURi); eben so bleibt 
bei den übrigen Griippcu alles unvcrAiulerl. 

II. Wenn diu Kroiso A- und //' einnudor «chneiden, wie {F\g.2. Taf. VI.), 
so die Linie L durch ihre Schnitle r und s ^ und auch der ,\hnlichkeilskrei? 
A^^rrvi-v gehl durch dieselben. Die Gr^Hi] beginnt hier wieder mit der 
Linie L und endet mit {HHi)\ aber ihre Brennpuncte erfüllen nicht mehr den 
gjinzen Ahnlichkcilskrcis xV\ sondern nur den Bogen rxs dcssolbon. Die 
Gr{Ui)^ so wie die Gr {ß') behalten ihre früheren Eigenschal ien (§. 3. II.). 
Dagegen kommt jetzt eine neue Gruppe Ellipsen, etwa Gr{Ei), hinzu, die 
durch innere Polens (dnrch die halben Sehnen «i, besümmt werden, und 
welche innerbalb beider Kreise, in dem krommlinigen Zweieck rVtütr liegen, 
also von- jedem Kreise umsdilossen nnd doppelt berAbrt werden, so daft die 
sweile oder kleine Axe jeder El anf die Axe X fftllL Diese Gr{Ef) ist 
in gewissem Sinne als Fortsetaang der Gr (Et) aosaseben; nflmlieh der Über^ 
gang findet darch die Linie L slatt, welche beiden Gruppen anjgehOrt, ind«n 
die Strecke r« als eine El^ dagegen die beides nnendlicben Strecken Jen- 
seits r nnd '« als eine JH? an betrachten sind; nnd S|irar entsprechen beide 
demselben Werthe von I, nimlich 1=^0 oder beaieMicli ot^ßt und as=ß{ 
aaoh sind fOr beide die Poncte r and v als Oanptscheitel and sngleich als 
Brennpuncte ansnsehen. Dadnrch stehen die Brennpnncls-Örler beider Gruppen 
in innigem Zusammenbang; so wie die Brennpuncte der Gr[li^) in dem, Bogen 
rxs, liegen die Brennponcte der Gr {Ei) in dem andern Bogen rxi« des 
Ähnlicbkcilskreiscs so dafs die Endpuncte jeder zu der Strecke r/i„y, 
senkrechten Sehne des Bogens rr,.v zugleich die Brennpuncte einer Ef sind. 
Die Miltelpuncle der Gr[El) liegen somit in der Sirecke '/i>,ri. Lüfsl man 
die Linge l, von 0 au, wachsen, so rückt der Mitleipnncr E^ der Orls- 
curvc von bis r, : hier erreicht l -! /?,") ein bestimniles Grenz- 

maxinium und die Curve reducirl sich auf ihren Mittelpunct T| . In diesem 
Falle, wo also der Ort des Punctes X^, auf die einaige Lage in Xi beschränkt ist, 
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stelll «ch das genarnil« Htximam «och nor in den durch ti gebenden halben 
kleinsten Sehnen der, die beide ia der nur Axe X senkrechten Gereden atih 
liegen, so dafs ria-| ri^ = a^ das Grenzmaximaio von / isL Also: „Utiter 
t «iiien mnerhnlh beider Krei»e und B' tiegenden Puncfen hat der 

itmere Ähntiehkeitspvnct Xi dh Eigenschaft, daf» die Summe der durch 
ikn gehenden kleinsten Seäne» eim Meummtm 

Die Puocte p und tf and in welchen die Kreise B' von 
je einer innern Orlscurve berflhrl werden, sind eben so durch Hnlfskreise 
z!i constrniren, wie oben (§. 3. II.), sobald die Länge t gegeben isl. ISiimlich, 
wird z.B. itii Kreiselt" eine Sehne gezogen, deren Lilnge =2/ und deren 
, Mille b„ beii'sen luag, so schneide! der nii! Hh„ um B beschriebene Kreis flj 
den Kreis in den verlaugteu ßerQhrungspuncten /; und pt. So sind ferner- 
auch die Grenzen, wo die reelle BerQhrung aufhört, analugerweise anzugeben, 
wie oben. Wird die halbe kleinste Sehne, die im Kreise .-P durch den Puncl 
V gehl, litirch V, ond die halbe kleinste Sehne, die im Kreise B^ durch den 
Panel Ui gebt, durch u, bezeichnet, so berflhrl die Curve E] den Kreis 
oder B^ nur so lange reell, als die Länge / beaieblieb kleiner als u, oder v 
ist, und ist gerade ttssUt oder l=sv, so werden die Kr^e in den Pnncten 
Ui oder V vierpancüg berObrt and sind Krttmmungskreise der Curve« Wenn 
Radius tf>>^, so Ist and dann beginnt die imaglnire Berahmng mit 

JP frtlher, als mit B\ — Man denke sich eine Cnnre £j, welche die Kreise 
iP, 0' in reellen Pnacten p nnd /»i, f und fi bertihrl, so findet fdr alle 
VüwAb 3^ in den bwdea Bogen der iSi, welche nwischen den BerOhrnngs- 
pnncten Yenehiedener Kreise, also in den Bogen pq nnd Pt9t liegen, stets 
Summe, ai'\'ßi^l, dagegen fflr die Bogen ppt nnd f^«, wdche von den 
Berghmngspnncten -des nämlichen Kreises begrenst werden, stets Unterschied, 
beslehlich ßi — «i7=^l und ag-^ßi=:i, statt. Werden die Ponete p nnd pi 
imaginär V ist nnd i<.v, so wird Ei durch die Puncto y und ^, in 

awei Bogen getheill, wovon denjenigen, welcher dem Pancle Ut näher liegt, 
Summe ai-^ßiy dagegen dem andern, näher an V liegenden, Unterschied, 
«I — ßi-i entspricht. Sind alle Tier Berährongen imnginflr, so findet für nlle 
Pancle Xi, in K'f nur Summe. /"?,-— /, «taft. Gleiches konnte auch oben 
(§.3. II.) über die (tr{K''-) bemerkt werdt n . und ehen ?n isf bei den ver- 
schiedenen Gruppen Hyperhein das ungleiche Verhallen ihrer Bogen in dieser 
Hinsicht leicht näher anzugeben. 
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in. Dringt der Kreis B* tiefer in den Kreif binelo, bis der Fand Fj 
in U, m UegeD kcmwH nod die Kreise einander nvr nocb in einen Pnnete 
(i7| Vi) berttbren, so fsUen die inlsern gemeinsebaftliehen Tangenten R nnd Bt 
anf die Linie L, nnd diese wird die Berilbmngslangente der Kreise in Pnnete 
(P^Fj), aacb ist dieselbe als der leiste Rest der Jetst aneb ▼erschwandeneo 
sweiten Gruppe Hyperbeln, Gr{BS% so wie angleieh ab das Anfangsglied der 
dritten Gruppe, €rr(^)^ ansnseben. Nebst den Schnitten r ' and « rückt ancb 
der iufsere Äholicbkeitspiinot % in den Panct so dafs der Ähnlich- 

keitskreis A'^ sich mit den gegebenen Kreisen in demselben berQhrt Die 
innere Gruppe Ellipsen. Gr{E])., wird hier vollständiger, ihre Brennpuncte 
«■fallen den gansen Ähnlichkeitskreis und ihre MiKetpuncte dessen Durch- « 
messer rr,. Das Anfan^sglied der ß'r '/??\ entsprechend dem Wertlie / = 0. 
besieht nus dem Puncto ;f7, r,}; «nfser ihm kann keinr nnrJpre F. '; den Kreis 
reell berühren, gleich wie der Kreis von keiner »ulseren Urtsciirve reell 
berührt wird, nufser von der Linie L. Ehen -so redncirt «irh (bs Endglied der 
Gr (El) auf den Punct jTj, wenn / sein Grenzmaximum erreicht, wie vorhin (.11.). 

IV. Befindet sich endlich der Kreis ganz innerhalb des Kreises .4% 
wie ( FiiZ. 3. Taf. VI ), so liegt die Linie L in bestimmter Entfernung jenseits 
heider Kreise , wogegen die Ähnlichkeitspuncte X und jl'i so wie der Ähnlich- 
keilskreis A'^ innerhalb des Kreises B^ liegen. Hier beginnt die noch fortbe- 
stehende Gr {HD mit der Linie L, bei dem Warthe l^sO, und endet, bei 
gaiAB, mit der Parabel P*, welehe mgleieb der Anfisng der Gr{E'^) ist, 
die mit El endet, wie oben ($. 3. IL). Was dagegen die innem Ortseurven 
betrifft, so beginnt die Gr(MS) mü dem flnfseren AhnKcbkeitspunct ty nnd 
iwar bei demjenigen Wertbe Ton i, welcher das Hinimnm der Differeni 
ßi-'ßi isL Nimlldi dies beruht auf dmn folgenden Selse: „ünUr aUm m- 
mrhidk de9 Kreite» B* Stgtniem PmndM X Ami der üufnre JÜMück-* 
kmUj^mtet t lÜe Bi§4n»eluifi, dafk äh DifirM» 4«r imrek Ulm ßekemdtn 
ktemtim Sekiie» 3«! und 2ßi «m üffinwimi» ul. Die in ic so der Aze X 
reehtwinklige Gerade ahx enthalt diese zwei besondern Sehnen, so daft nlso 
tü — )Eb = a6 gerade der genannte Werth von / ist, för welchen die erste Ei 
sich auf den Pnoct x redaoirt .Eben so redncirt sich das Endglied der Gr{Bl) 
aof den innem Ähnlichkeitsponct Xt und entspricht demjenigen Wertbe Ton l, 
welcher das Maximum der Summe «, -f- ß\ 'st, nnd sich in der in r, zu X recht- 
winkligen Geraden a,Titi unter riCi ' v,!»! — o darstellt, wie oben (HO- 
Für die Gr {El) hat somit dieLAnge / den Spielraum von /=:ab bis / = aibi. 
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Bei der gegenwirligen Lage kann der Kreis. nur yod den iQfsem 
Ortscorveo Gr{U^) und Or{E^)^ iiiigegea der, Kreis B' nur von den inneren 

Gr {El) reell berührt werden. Die Greoneo, wo beiderseits die reelle Be- 
rflbrung beginnt und aufhört, sind gleicherweise [»estimmt, wie oben, und eben 
SO sind, bei gegebener Lfinge i, die Beröbrungspuncle durch das bereits an- 
gegebene Verfahren leicht zu constrairen. Ein Neben-Umsland, betreffend die 
iuCBern Orlscurven, soll hier noch hervorgehoben werden. 

Ob von der Gr{Hj) ein Theii zu reeller Berührung mü Hern Kreise 
pelanjit, oder nicht, hängt davon ab, ob «,< oder w, y AR , d. h. ob 
(jie ;ius dem Puncte (der von nllen Puncten in dem Kreise am 
nächsten liegl) an den Kreis gezogene TiuigLnir »/, (§.3. I.) Itleiner oder 
gröfser als AB ist. Ist gerade Wj = AH^ so beruhrl allein das letzte Glied 
der Gr[Ui)^ die Prualiel P\ den Krtis ^4' noch reell, und zwar in f'i vier- 
puücLig. Ist hingegen ^ AB, so folgen nach dcv P' auch noch eine be- 
sUmmte AbtheUnag Ellipsen von der Gr{E'^), welche nicht reell berühren, 
nad die snr Unteradieidnng dnrek Gr {EL) beieieiiael werden seilen. Für 
•Be Fnnele in einer solcben Ellipse EL findet nur Diiferens ß~~a^i 
statt (dessellie gilt in diesem Peile nneli Ton Jeder HD. Die €fr{J^) 'entr- 
spreohea den Werdu« von it=ABiut i=Ui. Im letslern Pelle, bei 1=«^, 
entsteht diejenige Ellipse, welche den Kreis in I7| vierpnnetig herOhrt nnd 
fttr deren gansen Umfang wohl ooeh DHferenn ß—a^l statt hat, aber die 
dennoch rn^eieh der Anfnng der reell herghrenden Ellipse^ £7* Ist. Von de 
ab, wenn I wAdist, herOhrl E^ den Kreis in iwei reellen Fnneten p ond 
dnrch weiche sie in iwei Bogen gelheill wird, wovon deolenigen, der den 
Ponct üx anspannt, Somme vi-^ß, dagegen dem andern. Ober 17, DifTerenn ß-^a 
entspricht. Wird l~u (Tangente aus U an B^), so tritt die letzte reeU 
herflhrendo ein, die den Kreis in 17 vierpnnctig berührt, und fOr deren 
ganzen Umfang nnr Semnie o.-\-ß statt findet. Von hier ab, wenn / fort- 
wichst bis zo l=iK), entsteht in Gr(E^) eine neue Ablheilnng von solcben 
Ellipsen, etwa Gr (El), welche den Kreis ^4- auch nicht reell berflhren, 
aber für deren ganzen Umfaog nur allein Summe ct-l ß vorkommt. Somit 
giebt es unter der Voraossetzang, dafs Ut'^AB, in der Gr'f^-'> zwei ge- 
trennte Abiheilungen, Gr (El) und Gr{El)^ welche huide den Kreis um- 
schliersen und imagiaSr berühren, aber dennoch darin sich wesentlich unter- 
scheiden, dafs für die ersten nur Unterschied ß — a, hingegen för die andern 
aar Somme a-^-ß vorkommt. Dieses verschiedene Verhalten wird durch 
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folgesde nAliere Becitlmn; der beideii Kr«ise so den respecliven Cnmo 
aafgeklArt. Man beiwohiie aUgeniein die BreDupunde «iier Ellipse dordi 
f VDd /i, und die Krflminiiiigsiiiiltelpmicte der Scheitel ihrer Hanpt-Axe durch 
k und k^^ so liegen die lelxlern Poncle awisdieD jenen, und swar soll k 
näher an f und A| nfiber an ft liegen. Die Mlttelpancte aller Kreise, welche 
die Ellipse imaginär doppelt berähren, fallen in die Strecken fk uod fik, 
(S. Bd. 37. S. 175 d. Journ.). Hiernach läfst sich dns Verhalten der Gr {El) 
nnd Gr{E\) gegen die gegebenen Kreise und 0\ wie folgt näher angeben: 

„Bei jeder EUipse Et liefen die MUUipuncte A und B der Kreise 
beide In der vämlichen Sfrer/:e fk oder fiki, uHujegen hei jeder Eilipse E\. 
dieselben in verschiedenen Sirecken tiefen, der eine w fk und der ow- 
dere in fik^' 

Auch ergicbl sirli m<- Allem der folgernde Salz: 

„Zw -zwei ni einatidei iiei/enden (fegehenen Kreisen und B' kann 
es nur dann »oicite Orlscurren Ei yehen, für deren gitmen Vinfaini nur 
allein Differenz ß—a — l slatl findet, wenn Uti:>AB /v/, und dabei hat 
alsdann die Länge l den Spielraum von l==AB bis L ntl um- 

gekehrt: „Be9^4^ mOH i» wte gegebene Eilipse zwei solche. He ima- 
ginär doppeU berührende Kreiee, deren MOtetpunete bride in der näa^^ehen 
Strecke fk oder f^ki liegen, so findet für alle Punete m der ElUpee 
diete^ eonetmie Diferenz ß—ass^l eUM, und ee i$t Mmol «i >• ABi 
dh Conetante l aber grüfeer al» AB ' und kimner ai» »i.** 

$.6. ; 

Ans der vorhergehenden Belraehtnng ist leicht ermessen, dals wenn 
in 'einer Ebene drei beliebige Kreise J?, und D\ deren Hittelpnncle 
A, B und D in derselben Geraden X liegen, gegeben sind, dann im Alige- 
meinen immer ein solcher Kegelschnitt mOglich ist, welcher in Rfleksicht 

je zweier Kreise eine ihnen zugehörige Ortseunre ist, nnd welcher somit 
jeden Kreis doppelt berührt. Die jedem Kreispaar entsprechende Linge l ist, 
nnler andern, wie folgt zu bestimmen. 

Sind «, f/ und d die Radien der Kreise, werden die Abstände ihrer 
Mittelpuncle von einiinder. nämlich AJt^'Jt^ AD— 2h undBD = 2a ge- 
setzt, und wird die Lauge / für die Kreispaare und Ä\ A' und Z>', 
B' und D' bezichlicii durch 2).. 2/.,. 2)^ bezeichnet, so hat man, wenn B 
zwischen A und D liegt, die Relation: 
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§. 7. 

Wird auD ferner, in Röcksicht auf zwei geg» l « lu Kreise und Ä", 
der Ort desjenigen Punctes Y,^ verlanpl . für welchen die Wurzeln der un- 
l^leicbnainigeo Fuleiizt^ti mm gegebene Lunge / entweder zur Summe 
oder /J-f «i) oder zum Unterschiede (« — ß, — a oder ß — a, , o, — ß) 
haben soll (§. 4.) . wobei also der Funct nothwendigerweise jedesmal 
ionertialb des einen und aufserhalb des andern Kreiäes liegen mufs: so findet 
man, dafs dieser Ort, im Ailgemeineo, eine Corvo vierten Grades ist, =C*, 
welche jeden der beiden Kreise in vier Puneten berObrt (reell oder imaginsr), 
die gleicherweise durch concenitiscbe Hfllfskreise (£IJ und J5) lei^t va con- 
slmiren sind, wie bei der obigen Bdreohtnng ($. 3. U. nnd $. 5. II.)> 

Wenn jedoch hierbei insbesondere Icsr^O sein soll, d.h. wenn nar der 
Ort desjenigen Pnncles 7» verlangt wird, welcher in Rflcksieht der beidoi 
Kreise nngletchnemige aber gleiche Polensea hat, obsj9| oder Z?««!, so 
redttdrt sich die Curve C* auf einen doppelten Kreis, indem die beiden Theile, 
ans denen sie sonst besiebt, fftr diesen Fali nofMMDni«ifiillen und einen etatlgen 
Kreis bilden, etwaC?« Dieser Kreis Co ii^i auch dadurch bestinimt, dafs er den 
oft genannten Panct M, die Mille von AB, zum Miltelpanct und mit den ge- 
gebenen Kreisen die Linie L geroeinscbafliich zum Ort der gleichen Potenzen hat. 
W' enn daher die gegebenen Kreise A'^ und einander schneiden, wie (Fig. 2. 
Taf. VI.), so gehl auch durch ihre Schnitte r und v; befindet sich B- ganz 
innerhalb A'^, wie (Fig. 3,.), so liegt in dem Räume zwischen B' und A''-, 
und liegen endlich und B' aufsereinander, wie (Fig. 1. Taf. V.}, aber so, 
dafs M innerhnih ^-1' fällt, so kann der Krei« C' auch noch reell sein iirul lie|?t 
dann ganz inucrhaib . Ans diesen Angaben ergiebt sich der folgende Satz : 

„Der Ort der unifiex Imawigen gleichen Potenzen zweier gegebenen 
Kreise A' und B' /*7 ein öestn/imier drttdr Kren Cy, dessen Millelpunct 
M die Mille der die MUlelftuncie dttr gegebenen Kreüie oerbindendm 
Geraden AB ist, und weleAer rniV dieMtn Kreisen dtn Oft ^^Mm 
(und glmckmmigen) PoUanMH, äh lAiih L, gemdm Aal." Oder, uter 

CmO«*s iMfMl t i. M. M. XLT. Haft S. 27 
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anderer Auffassung, auch so: „Der Ort dee MiUetpuncls F„ de^enij^em 
Kreisee welcher wm dem einen gegebenen Kreise, oder B^, gleich- 
viel von welchem, rechtwinklig und von dem jedesmaligen andern im 
Durckmesfier gfschniften wird, ist ein bestimmter Kreis C?, dessen Mi/tel- 
punct M die Milte von Aß isf, und irelclier mit den gegebenen Kreieen 
eine (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secanle L hat.'''' 

Wenn ferner die ffcwebenen Kreise und B' insbesondere concenlriscb 
sind, so zerf&llt die Curve C\ bei jeder gegebenen Länge /, in zwei mit 
Jenen concenlriscbo Kreise und C/^ deren Radien c und Ci dem Gesell 
unterworfen sind, dafs stets 

ist, 4. b., dafe äk Sktame der Quaärute ikett Ratßen eoneUmi, v»d 
»wear der 8mmne der Quadrate der Badiem der gegebenen Kreiee 
und B* gMtk ht, io welche letilere jene Kreise und Ci aveb in der 
Thel Obergeiien, wenn i=u=VL wird (§.3. 1.). — Fftr 1=0 fallen die 
Kreise C and Q aufeinander, bilden den vorgenannlen Kreis CS, fflr dessen 
Radins nuui bal: 

f. a ' 

Ofe obige Belraehtong fiQbrte anf eine unendUebe Sebaar Corven zweiten 
Grads, weiobe die swei gegebenen Kreise nnd ü' doppelt be- 

rühren; allern diese Schaar umfafst nicht alle. Kegelschnitte, welche die Kreise 
doppelt berOhren, vielmehr giebt es, im Allgemeinen, noch zwei andere 
Scbaaren, die diese Eigenschaft auch besitzen. Über die beiden letzten Ke* 
gelschniltschaaren sollen bier nocb einige beaierbenswertbe Umstände engt» 
deutet worden. 

Die gegebenen Kreise haben (wie jede zwei in gleicher Ebene liegende 
Kegelschnitte) ein gemeinschaftliches Trippel zugeordnete Pole x, y und s, 
so wie auch ein gemeinscluiflliches Trippel conjuglrle Polaren X, Y und Z; 
jene sind die Ecken und die^e die respectiveu Gegeoi»ei(en des nämlichen 
Dreiecks. Einer der drei Fole, etwa x, liegt im Unendlichen, und zwar nach 
der Uichlung der Linie L, als deren unendlich enifemten Puncl er anzusehen 
ist; derselbe ist gleis reell, wogeiicü die beiden andern, y und z, gleichzeilig 
mwgiudr oder reell sind, je nachdem die Kreise einander schneiden oder 
nkki, Mmliek sin sind sogleich die Schnille der Axe (oder Polare) X mit . 
jaicBB Kraise, welabar beide gegebenen Kreise nnd rechtwinklig scbneidah 
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oder woftni A« lelstarii Krais« aobtreiDander UegM, wie (Fif . 1. T«f. V.), w md 
die Pele y ond s tugleldi die Scbnitle der Diegonete xti ^ X mit den beiden 
andern Diagonalen 3}t=Z nnd ppi— Fdes durch die yier gemetnsdiafkllaliea 
Tangenten gebildelen Vierseits RRtSSi, Zu diesen drei Poleu haben nan 
die erwähnten drei Kegelscbnillschaaren nachstehende wesentliche Beziehung. 

Die obigen Ortscupvcn. S\ (y). haben Bezug auf den Pol x und sollen 
daber dorch S{C_y) bezeichnet werden; nämlich die Berührungssehnen ppi 
und (fffi jeder Tiirve Cl sind der Linie L parallel und gehen daher mit ihr 
nach dem Foie x (^§. 3. IV.). — Nun giebl es eine /.weite Schaar Kegel- 
schnifle. SiC^), welche die gegebenen Kreise doppelt berühren, nnd weiche 
sich gleicherweise auf den Pol y beziehen, indem ri-imlich die BenihrnnL'S- 
sehnen pp, und yyi jeder Curve C; durch diesen Pol gehen. L nd eben so giebt 
es eine drille Kegelscbniltschaar, »S* C"), welche die gegebenen Kreise doppelt 
berühren, und bei welchen die Llti ulu ungssebncn und yy, stets durch 
den Pol ^ gehen. Von den beiden letztem Kcgelschnittscbaaren sind unter 
andern folgende interessante Eigenschaften anzugeben. 

1) „Üie ßerührutufMßkitm ppi und qqi jeder dnve 90 wie 
jeder Curw Cl 9M etei« «» eitumier reekiwinkiSfs und m^fekekrtf 
»ieki man durch de» Pol y ttder z irgend »wei «m ekumder reektwinh- 
Uge SeemUem ppi und f Mder Krelee und B\ eo werden die$e 
in den wwei Pmr MnUtpuneten p und pt^ q und fi aliemnt von einer 
Curw C; oder C* kerükrtT 

2) „Von den beiden Axen jeder Curve C/ oder Cl geht die eine 
durdk den MUielpunef A und die andern durch den Mitt^ßunet B. Fh^ 
Hdk ief der Ort der Mittelpuncü beider Schaaren, S(C^) und 8(C^), 
ein und derselbe Kreis Mu^ welcln r die Strecke AB zum Durchmesser 
hat (§. 8. I.). -"io duf s also jeder Punct diese* Kr^eee zugleich der Mittet' 
punet sowohl einer Curve Cy als einer Curvc Cl iet, und defe die Axen 
dieeer beiden Curven aufeinander fallen." 

3) ,J)f'r S(CJ) towohf fffs dif SfC') ifnd unter sirh ähnlich; und 
zwttr rerhalten sich die (Jnadralc drr Acren jeder (\. irie die Ahnt finde, 
des Poh y run den MUtelf^untten A und fi; und ehen so verhalten 
sich die Ouddrate der Axeti jeder C], wie die Strecken zA und zB. 
Aamiich so: i>ind a, /i die liolben Axen einer €y und geht a durch A 
und ß durch B, so ist 

a'iß' ^ yA: yB} 

87» 
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und sind «Am m» 0(, j3i iSt hMm Assm ^mr Cl und gdim On^hm 
h«Mlkk durch A, B, w iH 

«1 : /SJ s «J : »B, 
Daminyund» em^ujfiri^ Pole «m Bäckneki Mhr Krei$e it wtd B* 
sind, so di^s 

Ay.A* ^ d, und B».By = 1^ 
ist, so ergisH rieh uns beiden voretehenden ProporHonen die folgende: 

ettiißßt = a:b, 

das he^st: In Rücksicht je zweier Curven C' und Cl aus beiden 
Schaar en verhüll sich das K echteck unter den Axen die durch A gehen 
zum Rechteck unter den Axen die durch B gehen, wie der Radius U 
des Kreises zum Radius- b de ff Kreises B^." 

41 „i}er Ort d< r lirennpuncte jeder der beiden SrhaetreH, wie 
etwa der S{Cy)^ hesteht im Aiigefneinen aus zwei hi-f/sin AI und fl', 
welche mit den gegebenen Kreisen dieselben Mittelpunclt A und B haben, 
und tcelche entweder ri/fu//der rechtwinklig schneiden, oder von denen 
der eine den andern im Durchmesser schneidet. Geht die Haupt-Axe 
einer Curve Cy durch A oder B , so liegen ihre Brennpuncte f und fi 
beziehlich im Kreise By oder Ay. Das Rechteck unter den Abständen 
jedes Paars Brennpuncte f und fi vom dem Puncte A sowohl als vom 
dem Punets B ist consUmi, und »wut gleieh dem QuodnU des Radius a, 
oder by des zugehMgen Kreises A^ oder B}^ also 

Af.Af, = aj, und' Bf.Bfi = *}. 
Eben so liegen die Brennpuncte der iS(C« ) in zwei Xrsiseu A^ und 'Bx% 
mU denen es gIsitAs Bewandiuifs htd.** 

5} Zishi tna» zudsiAs» den »wei Paar Puncieu p und f^i« f 
und f 14 in u^leke» jede Curve C} die g^^enen Krrise A^, B* ierdkrt, 
Ms vier IVeekeelsehnen pq, pqi^ pif und /»ifn »o berühren alle diese 
Sehnen einm und deneeÜen bestimmieti Kegelschnitt, etwa F-, welcher 
den Pol y zum Brennpunct und mit den Kreisen die vier (reellen oder 
imaginären) Tangenten R, Ri, S und St gemein hat, und dessen Brefm- 
puncte y und (der noch unbekannte) y, zu den Puncten A und B zu- 
geordnet harmonisch sind. Jede VVechselsehne bildet in den Kreisen 
A' und B' zwei Sehnen, etwa s und at, das Verhältnifs dieser Sehnen 
ist fur alte IVerhselsehnen dasselbe, s:Si — k ronsfant. — Kben so be- 
rühren Ute VVechselsehnen der Sifil) einen hestitninten Kegelschmtt Z^t 
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t0«leA«r 9 MW Bfmmfmt^ tmtf mU im Kreitm JP, B* 4ie§^hM «in* 
Taiuf entern genttüt hat, und dessen Bretmpuncte z und Si zu den Puncten 
A und B zugeordnet harmonieeh emd. Auch bilden die Wechselseknen 
in den Kreisen solche Sehnen s und deren Verhältnifs constani, 
jedoch von dem vorigen verschieden ist, t :8, = k, constant." 

6) „Sind P und P,. 0 und Qi die Berährungstangenten der 
Jkrmse A' , B' mit einer Curve f\' 3. IV ), so liegen die Schtdffe 
PPi =r und (JQi~^i allemal in der Polare Y, und ullr Paare p und 
hilde/i ein Puncten- Sif^tem (Invuluttou). Dagegen i-^t (!< '' Ort der vier 
\ \ ecliselschnitte PQ und PiQi. PQi und PiQ, oder q and x und x, 
(§. 3. IV.) ein bestimmter Kreis A^, welcher durch dasselbe Paar Gegen' 
ecken n und t), geht , wie Y , und welcher mit den Kreisen Ai? und 
die Linie L zur gemeinschul (liehen Secunte hat , so dafs sein Mittel- 
punct Ny auch in der Axe X liegt. — Ganz anatog verhält es sich m 
dieser Hineieht mU der SiC^j." 

Um den Ehiflob dot verschied roeo gegenseitigen Lage der gegebenen 
Kreise anf die angegebenen Eigenacbafteo wa zeigen, wollen wir die Kreise in 
ihren wesenfliclisten Lagen, nAnltcli wo sie anÜBereinander liegen nnd wo B^ 
gans innerhalb J? liegl, noch etwas niher belracblm. Bein Zwiaohenfiille, 
wo die Kreise einander sehneiden, sind S(Cy) nnd 8{Cl) imaginir. 

I. ,,L<e^ei» dh Kreiee mifeeneuumier , wie (Ft^.*!.)« «o keetehem 
beide SekMuren, S(C}) und Sid), mte BpperMn 8{Bf) und S(H!U 
Jede Sekaar usUer sich ähnlich. Die mn die Pnnete A und B heeehHe- 
henm Kreiee JS^ und B^^ welche die Brennpuneie der S{Hy) enthalten, 
schneiden einander in den Gegenecken 9 und t), des Vier seit s RRiSSi 
rechtwinklig ; und etew eo schneiden sich anderseits die Kreise Ai und Bl 
in den Ecken % und 31 rechtwinklig, — Liegt der 31ittelpunct einer U^' 
m dem Bogen '^}^A\i'^i des Kreises JKfJ, «0 umschliefst dieselbe den Kreis 
B^, und somit geht ihre Uaupt-Axe durch den Punct B und schneidet 
den Kreis A; in ifiren Brennpuncten f und f,. Liegt hingegen der 
MÜtelpujtcl einer H^' in dem andern Bogen ^B'^i^ sq umschließt stic den 
Kreis A' ; i/ire Haupt- Axe gehl durch A, und ihre Brennpuncte Ziegen im 
Kreise B^. Der Ijöergang von der einen Abtheilung zur andern, findet 
durch die Tangentenpaare (RSi) und (RiS) statt, welche sperieUe Uy 
sind, und beziehlich 11 und », zu Mittelpunclen habeyi. Ganz ähnlieh 
verhält es sich mil den Hyperbeln Hl. — Die Asgmptoten jeder H2 
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gehen «farvA ifo f«Hm Eekm ) und gi; mmd ehm w g^!l^m ik Asgmp» 
tviem Jeder Hl dtarth He Eeken y tifiiT f,." 

n. Uegi der Er^B* gamt 4imerlM J^, wie (1^.8.)« m be- 
et^ ieide StAaareH S(Cf) und S(C^) m El^een, tdao 8{E}) und 
S{El). Jede Bf mmeehUefei den Kreie B* und wird vom Kreiee J? 
umeeMoeew, ee ditfe aleo ikre Hüuft'A^e dureh den Ptmet B fekt, 
und ihre Brem^^umeie f und fi immer in demeeUen beeHmmien Kreiee 
AI um A liegen; (hier wird der Kreis By, um B, vom Kreise Ay im 
Ehnrckmeeeer ge$chniUen , aber emfeer diesen Schnitten enthält er keine 
reeUe Brennpuncte). Eben so umschließt jede E.J den Kreis B^ und 
wird von A^ umschlossen, so dafs ihre Hofipf - Axe nur durch B gehtt 
und ikre Bremi^ninete in einem öeetiamUen Kreiee AI um A Hegen." 

9 

Hemel kung. In dem Vorhpr<reliGntlcn kntmtien beilfinfig drei lieispiele 
vor. wo eine Gerade (dort Wechselselirie g^enannt, §.3. IV. und §.8. ö.J, 
welche in den {r&geHenen Kreisen A^ und Ii' Sehnen s und von con- 
stantcm Verhältoilä bildet, einen Kegelschtiilt zum Orl hat. Diese Eigenschaft 
ist aligeuieiu und gewährt folgenden Satz. 

,iDer Ort einer Geraden G, welche in mwei gegebenen festen 
Kreisen A^ und solche Sehnen e und bildet, deren VerhäUnifs 
irgend einen gegebenen Werth k hat, so dafs s :st—k, ist allemal irgend 
ein beeOmmier Kegeleehnttt G^j «) und alle auf ßeee Weiee beetimmten 
KegelsekUttet wof^ der Werth k naeheinander otte GrSfeen durehldufl, 
bUden einen Curven-Büeehel, BCG*)^ mit vier (reellen oder iau^inären) 
gemeineehtrfHiehen Tm^enten (R, üi, S$ Sli)y und »war gehören die 
*gegebe$ten Kreise und B* selbst mit zu diesem Büschel » ndmUeh sie 
entsprechen bezishlieh den Werthen *=0 und k^ao. Dem Werthe 
1 oder s , entspricht, wie oben (§. 3. IV.), die ParM ^ («^ fi''), 
welche den Punct M zum Brennpunct und die Linie L zur Tangente 
im^ Sehmtel hat. Dem Warthe As«: 6 entsprechen beide Ähnlichkeiten 
puncte X und Xi , die »ueammen eine specielle sind; etc." — Und am- 
gekehrt: „Die Tangenten jedee Kegel se hnitte &, welcher mü »wei 

*) Diesen Sals habe ich benita hn J. f827 , mit einer Reihe anderer Sil!«« 

Herausgeber der Annale» des Maihem. nach Mfnipdfin- übcrsandt, welcher ihn spiter 
— vieUeidit dardi Verseben — unter dem Namen eines Andern abdrucke liefs. 



Digitlzed by Google 



> 



, i4. J. Steiner, Heue lietiitnmungs- Arien der CurueH zweiter OrdHung. 211 

IMmn mild vkr rMlb odtr mt^mmt TaRgeniem gem^ huif 
kUde» üi dauen Kr^mm wolehe fiMm 9 und #1, der§n VerkälMß etm- 
HmU itt,d.Lßr aik Tangenten deiueUen betümmim Wmik k hat; etc.'* 

Statt einer aasfQbrIichen Erörlernng dieses Gegenstrades, besehrlDke 
ich midi hier auf folgende Angaben. 

Die Mittelpuncte der Orlscurven, B{G'^)^ liegen sämmtlich in der 
Axe X, auf welche zugleich auch je eine Axe von jeder Curve ffliit. Oh 
die erste oder zweite Axe der Curve auf X fällt, bängl davon ab, ob ihr 
Mittelpiiricl jenseils der Strecke AB, oder ob er in dieser Strecke !ip?t. 
Dadurch scheiden sirh di« Curven in zwei Abtheiluogen, etwa Gr{Gi) und 
Gr{Gi). In üiiisichl der ßreunpuocte dieser beiden Gruppen bat es folgende 
Bewandtnifs : 

„Die Brennpnncte der Gr{G]) Hegeu in der Axe X und jedes 
Paur Bretmpuncte f und /, tsl zu den Punclen A und Ii zugeordnet 
harmünisch. Dagegen liegen die Brennpuncte der Gr{€fi) in dem Kreise 
Jfo, welcher dk Strecke ABs^2e sm» Dttrekmesser hat ($.3. l.'), ^ • 
dafs jedet Paar Brmapm»U ta^ieiek dk EnJfynmete emer am dkeam 
Dmrdkmnewr eeiikteekim Sehnt dee Krekn aM** 

Daraos gebt bervor, dafe hi«r gldcherweiae, wie eben (f. 3. III. oad 
$.8. 4.), fflr beide . Gruppen das geneioscbaflllebe Geseta statt findel: 

„Daft dae Beekieek unter den Ahetdnden der Bremtptmcte f und 
f, jeder Cme 6* nm dem Punete M, dem Brmmfim^e der ParaM 
eomtiant mnd »war 4ei/* 

BerÜB« im Oclober 1062. 



1 
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15. 

Allgemeine Betrachtuns^ über einander doppelt 
berührende Kegeljschnitte. 

(Ton Herrn Professor Dr. /. Stüter za Berlin.) 



§ 10. 

An die vorhergehende Abhandlung, uameritiich nn diejenige Betrachtung, 
wo das Verhalten der sresammten F{e<,'elschnille, welche zwei feste Kreise 
doppelt berühren, nngcgeben worden, erlaube icb mir hier die etwas allge- 
meinere Betrachtung anzuschliefsen, wo statt der Kreise irgend zwei Kegel- 
schnitte, die gleichfalls dorcb und B* beseichoet werden mögen, in fesler 
Lage gegeben sind , ond wobei eben so die Blgenscheften aller eie doppelt 
berflhrendeD KegelsdmiUe berfldisiebtigt werdeo sollen. 

1. Um einen besHmmten Pati (Figar) vor Aogen sn haben, denke 
oder fdcbne man nwei Ellipsen und B\ welebe einander in vier Pnneten 
r, », t, u sdineidea, nnd somit aadi vier reelle gemeinsehafaidie Tangen-, 
ten R, S, T, ü beben; almlicb diejenige Tangente beifse R, von deren 
Berabrongspanden ans twei Bogen beider Ellipsen onmillelbor nneh dem 
Scbnilte r führen; eben so die andern. Die vier Sebnitle bilden ein voll- 
ständiges Viereck r$tu und die vier Tangenten ein vollstlndiges Vierseil 
RSTT. In Betracht der drei Paar Gegenseiten des erstem and deren Sebnitle, 
50 wie in Rfloksicbl der drei Paar Gegenecken des letalem und dessen drn 
DiagonaleD setze man; 

Seite r»— Xnnd ^f/ = X,; SobniU SX| 47. 

- rf -—<!) und - ^%^y. 

- ru =3 und *< = 3,; - 33, = s. 
Ecke RS = x und Tt/ = jr,; Diagonale xj:i = X 

- ÄT = 9 und »9£^ = 9,; - 99, = F. 

- Rü=^ und Är = i.; - 33. = Z. 

Die Schnitte y, z der drei Paar Gegenseiten des Vierecks sind das ge- 
meinscbaitiiche Trippel conjugirle Pole und die drei Diagonalen A', Z des 
Vierseits sind das geaieioschaftliche Trippel coojugirte Polaren der beiden 
Ellipsen, so dafs also ancb 
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Schnitt 2:F».s, XZ^y, = x ana 

Gerade ssZj jrs s >*» 
ist. Ferner sind dabei einerseits x, 5, y und ; o*, 9, s und 9, ; y, s nnd tt 
vier harmonische Pnncle, so wie andererseits 3i ^ ond 3if S)> ^ 9i« 
Z und X, vier harmonische Gerade. 

Mit Bezug hierauf und mit Berücksichtigung anderer, im vorigen Auf- 
sätze bereits antrewandter ßezeichnnnfcn und Benennungen, lassen sich die 
erwähnten Eigenschaften, wie folgt, aussprechen. 

II. Die gcsatiimlon Kegeischnilte C\ welche beide jjpjjffmnen Ellipsen 
A' und ii doppelt iienihren, zerfallen vormög'e ihrer Beätiehung zu den drei 
Polen j:-, V und in drei vers^chiiMieiie Schaaren S{Cl)^ S'[C^) und S{Cj)^ 
(§.8), welche sich jedoch im Alli;« niciutii gleich verhallen und gleiche Eigen- 
scliufleo haben, so dafs wu Kurze halber nur von der einen Schaar, etwa von 
i$>(Cx), zu sprechen brauchen. 

1) „Berührt mne Curee Cl dU Elßpse in dem Puneiäm p 
und und dh BlUpM in dm Pmntim if und f,« m gekm dh 
Rtinüurungttdmm p/ti und g^i durch dm Pol x und nnd uttmuU 9U 
dm Gtf^mseUm X und Xi »ugeerdnei harmemteh,** Und nnigefcehrl: „ZmIU 
uum d^eh dm Pol x irgmd «mm zu dm 8»tm t und ^ zugeordnete 
harmoHM^ Gerade, etwa G und H, eo eehneidm ne die MUBpam 
und 0' hezkl^eh m eolehm P^tneim p, pi und fi, m wMkm die- 
eettm wm mter Curee C* keriAri werdm; «n^ ferner eehneidm ne 
»erweeheeU, H die Jt und G dieB* in »oicAen Punelm f, ^ und f, fSi 
in wichen nnd B* von einer andern Curee Cl berührt werden.'^ 

2) „Werden zwieehm je zwei Paar zueatnmeng^/örigm BertU^ 
ntnggpunetm p und p^., q und die vier Wechseisehnen pq, jifi, p^q 
und pi tfy gezogen (§. 8. 5.) , so berühren dieeelben insgesammt einen be^ 
stitimten KegelschnUl , eltta X-, welcher dem Vier seif RSTU einge-- 
schrieben ist titul auch die zwei Gegemeifen X und i, berührt (indem die 
letzlern, so wie die Tangenten H, S, T, II .ypecielle Wechselsehnen .sind }.'' 
Und ferner: „Die nun den zwei Schnitten der Polare X iml der Ellipse 

(oder A^) an den Kegelschnitt gelegten zwei Paar Tangenten, 
berühren ihn in den nüinUchen Pttncten, in welchen er von der andern 
Etiipae A' (oder B 'J genchiüiten wird. ' 

3) „Legt man durch die wer Ber^rungspuncle p und pt, q und 7, 
irgend mun tdßkürSehm Ki^decknUt D\ eo ecknädd er die gege~ 

Crtltoli iMnwl f. <.]!. Bd. XLT. H«ft 9. 38 
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iwM» Cunm J? mtd B* m «mt tolekm nmem Pmuim f utiä i^, f 

Und umgekehrt: JKe aeAi Berükrtmffpuncis je nwmw Curm» mU dm 
EmpMn mdB* Im^m Jedesmai ht irgend mmm K^0lseMf§ D\'^ — 
Cmrwn Cl h^en gemeimckaßSek s rnnd X zu Poi imd Pohrm. 

Von dtm gemtmschaftliehen Secanten j$ nomt Curven gehl immer * ' 
ein Paar, etwa G und U, durch dm Poi 9 wU eie «md aUmuU »u X 

mnI Xi zugeordnet harmonisch»^ 

4) „Jede vier Berührungspuncte p, pi., q, qi Gegen einerseils miH 
den Ecken r und s in einem Keifelscknitte, etwa M", und anderersei/a mit 
den Ecken f und u in einem Kegeliscfimff« Ji/. Die gesamvüen hierdurch 
bestimmt »n ILegeUckniite M"' herührcii einander in den Pnncteri r und 
#0 sie daselbst gemetmchaj tliclic lierührungstangenlen, etwa dl und ©, 
haben j mit der gemeinscha/iluhen üerührungssehne rs = ii,, und mit 
einen spedellen Curven- Büschel, B{M'^), bilden. Der Schnitt der Tan- 
genten ^ und v£) hetjse m; er liegt in der Polare X und m und 1 ^tnd 
Pol und Polare in Bezug auf alle M% auf B{i}r). Seien a und b die 
Pole der Soife X m Bmvg auf und B\ Oeeelbm liegm auch in X, 
tmJ em € dor SekM vom X mU S: eo emd 16« vier PameU a, m, b, 9 
iarmomeek, eo iiafk tdeo dtr Pol m dmrek dio, ah $t§ohm amtme^imim 
dfA PfvMU a, € HfHamii mI/ tmd durek Oh mnd dmm «MeA So 
TongofUm 9t vmi% und oie) ^eeümmt. Cfmus eimoo horthrm 

atte K^eUehmUte Ml ehumder m dm Pumetm t mod u, Aaim dmoHUt 
gomokuekafUiehe BorikkrtmgeUmgeiUm Z und mU dor BerUkrtm^ 
iokio £iis=3Ei, und bildm iktm »petMlIm Carvm-Büockel 0(lf/); mid 
femer Begen der Schnitt m^ von X mit U, und die Pole Oy und 6, der 
Seite X| in Bezug auf und B"^ in derselben Polaro X, und ist zudem 
Ol der Schnitt von X mm^X,, eo emd die vier Puncte »ii, d,, Ci har~ 
«OftMcA, also durch ai, 6| umd €1 der Pol mi und durch ihn die Ton-^ 
genten X und U bestimmt." — j,Die auf diese WHse beetimmlen zwei 
Paar Tangfniten ')? und 'S! und W berühren auch den nbtgen Kegel' 
schnitt X^', den Ort aller W n hselsehnen (^2.J, und zwar berühren ihn 
91 und ® in ihren Schnitten md. der Seite 3Ei, nnd eben so berühren ihn 
X und U in ihren Schnitfm mtt der Seite 1, au dafs also ti» Bezug auf 
verwechselt m der Poi von X,, und my der Pol von 3f ist." Werden 
di«6e zwei l'aar Taogentea vorausgesetzt, sa kann man aucli umgekehrt be- 
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# 

haapten: »^€der Kegehekmit M^, ttelek§r dh Geraden 91 und (S m den 
Ftmetm r und s htHtkH, ««ilfMnifl dlfe g^ebenen Cunm und im 
vier solchen Puncten p und pi , y und (aufur in r und »), m w€t~ 
chen nie tm» einer Curve Cl iterUkrt werden.''* „DU gegensätigen vier 
Sehniffe je zweier Curven Cl liegen allemtä in einem Kegelschnitte 
(der .9t und (S in r und s berührt); und umgekehrt : jeder Kegehchnitt 
.11 ■ schneidet jede Cnrrc C; in solchen vier Puncten, durch welche alle— 
titai uoch irgend eine andere Curve C^ geht,"" Glncheu gilt für die Ke^ 
gelüchnilte M}. 

III. 1) „Sind P und P, , Q und (>, die Berührungstangenien 
einer Cl mit den gegebenen Curven A- und B', so liegen die Schnitte 
PPi = p und QQi = pi stets in der Polare A und sind atlemai zu den 
Jüchen X und Xt zugeordnet harmonisch.^' Und uuigekebrt: „Nimmt man 
m dSir Foiar0 X irgend «mmI sh dm Gegeneeken % und Xi zugeordneU 
kürmmmekg Puncte, etwa ß UHdA^ an, $o mtd du au» ihnm an di» 
Cmrüm und gezogenm Tanfenim P und Pi, Q und Qi zuglmek 
£e BmitkruagHmtgentm Menr Curwn mU irgend mner Curve CU ftud 
ehen eo sind die (perweeheeU) aue k und g benehäek an und B* ge~ 
iegten Tangenten P** «nur 0^ und uußiehk die BerUkrungetm^ 
getden einer CJ^ mit A* und B\** 

2) „Jede nwm Paar nuetmmeugek&r^ BerUArungetangenlen P 
und Pi, Q und Qi haben mer Wechselschnitte PQ, und PQi<, PiQ und 
PxQi% der Ort aller dieser IVechseledknitte iet ein bestimmter Kegel" 
schnitt, etwa 30^, welcher dem Viereck rsfu umgeschrieben iet, und zudem 
durch die Gegenecken x und Xi geht.'' Und ferner : „Die am detn Pol 9 
an die FJlipse (oder A^) gezogenen Tangenten schneiden den Kegel- 
schnitt 1' »II densplhen Puncfni . in rlrnfn er von dfu vier Tangenten 
berührt wird, n eU-ht' er tnit der andern £Cll//ise A (oder B ) gemein hat.'" 

3) Werden die vier Berührungstant/enten P und P, . Q und 
von einein wtiikurlichen andern Kegelschnitte bertiltrt, *o hat dieser 
mit den gegebenen ( 'nrcen A' und Ii )i<,cA zwei neue Paare Tangenten 
P" und P", Q und Ql' gemein, wekha ailemat die Berülurungntangenten 
einer andern Curve Cl mit A^ und B^ sind." Uod umgekehrt: „Die acht 
Berüirungeiangenten irgend nmeier Curuen Cl mit den Curven J? wtd B* 
werden eUeauU van irgend einam Keg^etkit^ D* iertUM.** „Vom 
den gegenseitigen Seknittem der gemekuehaftHeken Tangenten je uwekr 

28» 
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Cmrvm mmer mm Pmar, «iwa g und k, auf itt Pofßt^ X uui 

de nmd alfemal zu den Ecken % und ti zugeordnet harmonhek" 

4) „Jede vier Berührung^tangmUm P, Pi, Q, Qi werden einer- 
seih mit den Tangenten R und S zvetmmen von einem KegeUehttitie 
und andererseits mit den Tangenten T und ü zusammen von einem Ke- 
gelschnitte berührt. AUe hierdurch bestimmten Kegelschnitte ÜR" 
berü/ir^n die Tangenten R und S in den nämlichen Pttncten . etwa x 
und i, Ulli! sotnrl (ftir/i einander seihst, so dapf xie tö==:'i)}( zur geinein- 
schafilichen li< ru/trum/we/tiK . so rrif x und (/emein.schaplich zu Pol 
und Polare htilit n . und emen sjiedelU'n Curven- liu^cZ/fl . bilden. 
Die Beruhrungs^e/ins Wl geht durch den Pol x; ehen so die Polaren von i 
in Bezug auf und B^, die 51 und 23 heifsen mögen; und wird noch 
die Gerade xx — d gesetzt, so sind die vier Geraden ^1, ©, Q har- 
monisch} somit ist ^ durch die drei übrigen, die als gegeben anzusehen , 
eind, bestimmt, und durch ^ sind dattn uudk ^ Ptm^e t und i he- 
sämmt, als ihre Sehmtie mU R und 8. Gent eben eo verhält es nek 
mtl den K^ckmtten MU utH B{M^}, wehke die TungenUn T und ü 
gleicherweiee in zwei keeAnmien Punelen t und n ierOAren, «. «. w " <~ 
,JHe auf diese Weise hee&mmUn zwei Paar BetHkrm^pmneie t und 
t und II Segen in dem oA^m KegdsdueÜie jE*, dem Ort der Weckst 
eekniUe {2.% und zwar geken Se in 3E* gdegten TungeiUm Uede 
durch die Ecke y, und df« m t, « «n denselben gHegten Tangenten beide 
durch die Ecke Xt^ eo daß also in Bezug aufS^ verkekri SR die Polare 
von und 9)?i die Polare von x iet^ Bei Voraosselzung der vier Puncte 
X and t und u kann man umgekehrt sagen: „Jeder Kegelschnitt ^ 
{oder 9)^, welcher die Tangenten R und S (oder T und U) in den 
Puncfen x und i (oder t und u) berO/trt, hat mit den gegebenen Curven 
und /?•, mißer jenen Tangenten noch zwei solche Paare Tangenten 
gemein, P uiul P^, Q und Q^., welche zugleich die Berührungstangenten 
derselben mit einer Curre f " sind" Lnd ferner: „Die gemeinscha/ iiichen 
Tangenten je zweier ( urven berühren allemal zugleich einen d^tr 
Kegelschnitte 'M' sowohl j als auch einen der Kegelsr /initte und um- 
gekehrt: jeder Kegelschnitt 2)1' oder 9)^ /mf mif jeder Curre Cl solche 
vier Tangeulen gemein, welche allemal auch noch von einer andern Curve 
Cl berührt werdend* 
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IV. „Leßt man an Jede Cttrve C^» in iärm Mäen Seknittim mü 

der Seite ^ (I.), die Tangenten, so gehl von diesen zwei Tanfenien stett 
die eine durch die Ecke ^ und die andere durch die Ecke j,; und eben 
90 gehl con den zwei Tangenten derselben Curve Cl^ in ihren Schnitten 
mit der Seite '^i. immer die eine durch \ unri die andere durch ^i. ' Oder 
umgekehrt: ,,Ziiehf man aus dtr lUhr ; nih-r ^, an eine L'urce C- die 
beiden Tangenten, liegt allemal der Ueru/ii untfxpunct der einen Tan- 
gente in der Seite ^ und der Ueruhrung«puncf der andern in der 
Seite ^ „Und giete/ieru^eixe gehl von den -zwei Tangenten Jeder 
Curte C'. in ihren Scftnitten mil der Seile ,3 alletnat die eine 

durch die Ecke ^ und die andere durch die Ecke oder umgekehrt: 
von den Berührtin^epMMOeH der mu der Ecke 9 und 91 an Jede Curve 
gezogene *Mm TangeiUen, Hegt der «m« in der Seite 3 ^tnd der andere 
in dsr Seite ^i."* 

Alle vonleheaden, aicli auf die S{Cl) alleio bealehenden Sttse finden 
antlof^'Weise, wie sdion benei^ worden, eodi fOr die beiden andern Sdiaaren, 
SiC}) and 8{ClU so daf» abo jeder Sata dreilaeli vorbanden ist. Die 
jedeemaKgen aasammengeltOrigen Elemente sind Iwobt an erkennen. Z. B* beim 
Satae (IV.)« wo aDgleiebnamige Elemente ansammengehftren, iit die Verbmdnng: 

♦ 3» 3i and 9, 

und danadi bt die Verbindung fflr die lieiden andern Fälle: 

SiCl) mil j^J ^''j; uad S^Q) mit ^' ''''' ^ 

13» 3i «nd X, ^ \% 21, und r, Xi.\ 

Es giebl aber auch Sfitze, welche sich anf swei Scbaaren angteieh beaieben, 

wie %. 6. die folgenden. 

V. 1) ,,Alte Pole der Seite i in Bezug auf die S:(^'^) sowohl 
als in Bezeig auf die S '^Clj, nehst ihren twiihit Polen u und b tn Bezug 
auf A und B\ liegen insgesammt in einem und di'm^d/n'n Kegelst hmtle 
Mi, welcher mit zu>/i olugen Büschel B{M'^) (11. 4.J qeltort , dnhtr durch 
die Ecken r und s yeJit und daselbst die Geraden 9^ nnd 3 herukrl, und 
welcher ferner auch durch die zwei Paar Gegenecken \) und y,, 5 und 3, 
des Vierseits RSTÜ geht." „Gleicherweise liegen die gesammien Pole 
der Seite 3t. tu Be»yg auf SiC'y) und S\Cl), nOei ihren Polen a^ und 
Iii Bemug auf nnd B\ 1» nnem KegtUeh^ Ml,, wMer «Km oiigen 
B{Ml) (II. 4.) gehört, daker dnr^ M$ Beken i und u gekf und dofHitl 
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4m % und U herHikrt, und uMkker ferner auch durek die ndwdkhm 
Gtgmtedim 9 iiimI ^i, j wtd %i geht* — Aaeh dieser 'Sets findet dreifeeh 
statt; nimKeli in Rflcksidit auf jedes der drei Peer Gegenseiten des Vierecks 
r»tn mid der beiden mit dem jedesmaligen Fear nngieieltnaBugen Sdiaaren«' 
d) „AfU Polare der Ecke x m Betug mnf 8(0}) und S(Cl), 
neM ihren Polaren % und ^ in Bezug auf und B\ berühren auge- 
samtnt einen bestimmten KegeUchnitt welcher zittn obigen 17(!Df) 

(III. 4.) geklärt und daher die Tangenten R und S in den Puncten 
X und i berührt f und welcher femer auch die zwei Paar Gegenseiten 
?J und 3 3i Vierecks rsfu 2:w Tangenten hat." „Und 
gleicherweise berühren nf!e Polaren der Ecke Xi in Bezug auf S(C^) und 
S(Cl)^ nebst ihren Polareri 2Ii und 3^, in Bezug auf A' und B^, einen 
Keffelschnitf Wl]. - if-plrhpr zum obi^fn /if^^i) gehört, und daher die 
Tangenten T und U in den heH(iinm(en Puncten t und u, SO wie ferner 
auch die Seiten und j),. und 3i berührt" 

VI. liemerkung. Dit) angegebenen f^iwenschaften gelten fflr den vor- 
aasgesetzten Fall, dafs sowohl die vier gegenseitigen Schnitte als die vier 
gemeiosdiafUichen Tangenlen der gegel»enen Kegelschnitte uad reell 
sind, wobei jedoeb die letitem nicht gerade Ellipsen sein mQssen, sondern 
von beliebiger Art sdn liftniTen. Von diesem Falle aus kann man n den 
flbrigen PdUen Qbergeben, b^ wslcben je ein ThetI der genannten Elemente 
imaginAr wird. Die weaentUohsten FAlle der Art ^nd folgende drei Wenn 
die gegensmüge Lage der gegebenen, beliebigen ffegdsdinitte and so 
besofaaffen ist, dal^ entweder: 1) nur die vier Sehnltte r, e, f und u reell, . 
dagegen die vier gemeinschaftKchen Tangenten imaginir; oder 3) nnr die vier 
gerndvaebaftlieben Tangenten reell, dagegen die vier SiAiltte Imaginir; oder 
endHeh S) nur swei Sehnltte dnd nnr awei gemeinsehalUiehe Tangenten reell 
sind. Bei diesen drei Pillen wird dann auch von den übrigen, oben bo^ 
schriebciien (I.) Elementen je ein Theil imaginir, wodurch in den angege- 
beoon Eigeaschaflcn und Sätzen entsprechende, wenig oder mehr erhebliche 
Änderungen eintreten; ähnlich wie oben $.8. So tritt z.B., wenn etwa die 
Geg-enseiten J und .Ti imaginfir werden, aber ihr Schnitt, der Pol r, reell 
bloiht. hp'i dem Salze (II. I.) die Änderang ein, dafs die säramtlichen Paare 
ßeruiirun^^ssehiu ti pp^ und yy, ein fltipllschea Strahlen -System bilden, wo- 
gegen sie dort ein hgperboHecheti bilden. (J. s. w. 
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f. 11. 

1. Id Riofcsioht d«r TorBtohenden aUgeaeiaeii Sitte ($. 10.) aoUeti 
Imr noch folgesdef In deMelben mit iobdgrijfone, flpeofelle Sitse besonders 
heraa«gehobett werden. 

1) „ Werden einem vollständigen Viergeil RSTU irymd zwei 
KegelschnilU und en^fstehrieben, no liegen die 8 Ptmcte, in ttel^ 
cken M die Seiten berühren, allemal in irgend einem dritten Kegel" 
»eknitte Ö'." Und: „l*egt man durch die vier iHtncte r, ^, t und u, in 
welchen ein beliebiger Kegehchnilt die Seiten H, S, T und U des 
Vierseifs heriihrf. einen wiUkiirCicfirn Ke^efscftnilt D ', so schneidet dieser 
die Seifen m vier solcften itewn k^uncteu r,, c*, , t, und u,, i« welchen 
dieselben allemal von in/eiid einem KegeUchnilie Ii' berührt werden '' *) — 
Ferner: „Die gegenseitigen vier Sc/mUte r, s, t, u je zweier demselben 
Vierseit RSTU eingescAriebenen KegelachniUe und liegen mit jedem 
Paar Gegenecken des Vierseits, also sowohl mii v und ri, als n und . und 
^ u/iä ji, zmwmnefi in einem Kegelschnitte, beziehlich i , ;Jj und 3'"" 
Uud ferner: „V^on den 8 Berührungspuncten (t, t, u; Ci, ^i, t,, 
Je «HMMT dem Viereeit eengeeehriehenm Kegeleekmtte u$td fiegen 
13 mal 4 wM irgend cimi itr vier Sekmtte r, e, t, u tfer hbtiem 
MNMMN IM einem KegelseknUie JH ' (oder Mf), und dieee 12 KegeleekmUte 
erdnen dek tu 6 Pmure, weldke mnander doppeli lerSAri»; nduMk dnrek 
Je 9WÜ der vier SeknUte r, e, t, u g^en tsaeei K^eiedimUe 3P und 
Ur^en eiek in dene^ben. Die Je 6 Pmneie, weleke emernnmen in einem 
Ki^eleekmtfe Jf ' if^^> eindf 
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d, h. beide vier Puncte in der ersten KUmmer U^en mU jedem Paar in 
der zweiten Klammer in einem ilf 



2} „Werden einem Viereck rstu zwei h^u^ge Kegelschmtte 
und B^ umgeschrieben und in den vier Ecken an dieselben Tangenten 
geJeijl, so berühren die 8 Tangenten allemal irgend einen driften Keget- 
schnilt y Und: ,,hf dem Viereck ein beliebiger hegeischnitf um- 
geschrieben und werden dessen Tangenten JR, % und U, in den llcken 
r, s, t und u des Vierecks, von einem willkürlichen KtgeUchmtte U^^ be^ 

*J Die dii x ii / iM i Sülzen analogen Sätze in Bezug auf das Dreiseit habe ich schon 
firuiier, 1828| in den Gergome'wAvatk Annides des Methem. t, XÜL od«r XL bewiesen. 
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r9krt, MO gdtm mu äem Edtm m im Ut9ierm iMek «mt $dek§ tuue 
Tmt^f€m 9t,, ®i, 2, mnd tti, tt^lcke m den Eektm aUemai wm krgmid 
nium Kejftkckniae B* kerlthri tteriefi.** Ferner: „Ute wer gemeh^ 
eehafWehe» Tangenten B, S, T, U je Kweier demeelhen Viereck retu 
UH^etdüriekenen KegeledimMe und B* »erden mit jedem der drei 
Pwtr €fegeneeUen de» Viereck», (mt/ 3k^ und 3^,, ^ mul 3 *>Mf 3,), 
zusammen von einem Keffelscknifte (X\ Y\ ZP) berührt:' Und ferner: 
„Bei je 9utei dem Viereck rstu vmqeschrf ebenen Kegelschnitien und B* 
werden von ihren 8 Tangenten (ß^ @, U; 9ln ''^ den 

Reken 12 mal 4 mit irgend zwei ihrer 4 gemeinschaftlichen Tangenten 
(R, S, T, f) zu.^arnmen rnn irgend einem Kegehchnitfe heriihrt; 
und zwar ordnen sich diese 12 Kegelschniiie in 6 einander doppelt 
berührende Paare, welche die vier gemeinschnftlirfien Tangenten R, S, 
T und Vf paarweise genominen, zu Beriihrungstangenten haben:* 

II. Von der obigen Betrachtung (§. 10.) kann man auch «u den- 
jenigen besondern Fallen Obergehen, wobei die gegebenen Kegelschnitte 
iitiü einzeln genommen, aus einem Panr Punclon oder Geraden beslehcn. 
In dieser Hinsicht sind folgende fünf Fülle zu beachten. 

1) lYeon etwa B* aus zwei Geraden 3 3i besteht, 90 sind 
diese ds Paar Gegeaaeiteo des Viweeka retu, vnd ihr gegenseitiger Sehnitt 
ist der Pol «. Die vier gemeioschafllieben TaDgenten B, 8, X und Ü fallen 
paarweise inaanunen, (JIIT') and {ST)^ nnd sind die ans dem Pol z an die 
Cnrve gehenden zwei Tangenten. Dadnrob verefnigen sieh von den sedis 
Edten des froheren Vierseits tUSTÜ awei Paar, ninlieh y nnd jti, )^ nnd ^ 
mit dem Panete z, und die swei (kbiigen, ) nnd ji, sind die BerObmngs- 
pnnete jener Tangenten {BMJ) nnd (*9T}, liegen in der Polare Z nnd sind 
an den Polen 9 nnd y angeordnet harmöniseh. Hierbei artet die S(€^ In 
einen StrahibQschel um den Mittelpunct z aus, d. h. jeder darch z gehende 
Strahl (Gerade), doppelt gediiclit, ist als eine 6« anausehen, seine Schnitte 
mit sind angleich seine Berabrnngspuncte mit J^, wogegen seitie Be- 
röhrungspuncte mit fl^ = (33i) * vereinigt liegen. Die Schaaren Ä(C'i) 
und S{C^) bleiben eigentliche Curven und behalten ihre obigen £igen8chafiteo, 
jedoch zum Theil mit angemessenen Modificationen. 

2") Wenn Ii aus zwei Puncten 5 und i,^ besteht, so sind diese ein 
Paar Gegenecken des Vierseits RSl^U und liegen in der Polare Z. Die 
vier Schnitte r, g, t und u rOclien paarweise zusammen, (m) und (ei), in 
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die SobniUe von ^jisZ mit der Corre so dal^ swei Paar Gegenseiten 
des Vierecks r«/tf« namKch S und X|, ^ and %^ aof Z fallen, nnd das 
dritte Peer, 3 3ii Tangenten an in jmen Pnneten (rtr) nnd (sf) 
werden, einander in 9 schneiden ond nn den Polaren X und Y sageordnet 
iiarmonisoh sind. Hier l»estebt die 8{!Ci) ans allen Paaren Tangenten der 
Gnrve J?, welcbe sieb auf der Geraden Z sehneiden. Dagegen enthalten 
S{€^) nod SijOf) alle eigentlichen Kegebchnitle C*, welche dnrch die ge- 
gebenen Pnncte )i gehen ond die gegebene Cnrve doppelt berflbren. 

3} Wenn .dr und B"^ aus zwei Paar Geraden 2) und 3 3i 
bestehen, so sind sie als zwei Paar Gegenseilen des Vierecks r«/ti anzu- 
sehen, ihre eigenen Schnitte als die Pole y und ihre Wechseischnittc als 
die Schnitte r, s, t und w. Die vier gemeinscbafliichen Tangenten R, 
T und r füllen nlle auf die Gerado y^r = X Die Schaaren S[Cl) und 
S{Ci) arten in Strnhihüschel um die Pole y und « aus, in gleichem Sinne wie 
oben nnd es hlt'ibt nur die S{Cl) als eigentliche Ctirven öbrig'. deren 

Berühruiigsselincii durch den Pol x, deren VVechselsebnen dagegen paarweise 
durch di«' Pole y und c ^[elien (§. 10. II.}. 

A) \S eno J und Ii' aus zwei Paar Punclen ^ und j;,, 5 und 5, be- 
stehen, so sind sie als Gegenecken des Vierseits HSTU anzusehen^ die 
sie verbindenden Geraden y^j und jj, als die Pülarcu 1 und Z , und die 
beide Paare wechselseitig verbindenden Geraden als die gemeinschaftlichen 
Tangenten R, S, T nnd U. Die vier Scfantite r, s, t und « liegen alle In 
Pol X = YZ vereint. Die S(^C^) artet ans In alle Paare Gerade, wekhe 
dnrch die Pnncte j und 31 gehen ond rieh anf Y schneiden; ond eben so be- 
steht die S(Ci) ans allen Paaren Gerade, welcbe dorcli 9 und 91 geben nnd 
sich anf Z schneiden. Die S{Ci) bleiben eigenüicbe Cnrven, die dem Vier- 
eck 99iSjt nmgeschrieben sind. 

5) Wenn endlieb J? ans swei Punclen 3 und }|, nnd B* ans swei 
Geraden 3 3i besiebt, so sind sie als die dnrch diese Beieichnnng an- 
gedenteten Elemente ansnsdien, so dab fem» die Gerade ^t^Z nnd der 
Schnitt 33i = ^ is^ ^^'^ vi^r gemeinschaniichen Tangenten Tallen paarweise 
anf die Geraden «3 und sj,, nämlich = ^3 nnd (ST) » »gi, nnd 

daher liegen die zwei Paar Gegenecken t nnd r,. 9 und t^i in x vereint. 
Eben so fallen die vier Schnitte r, n, f, u paarweise {r und u, s und /) zu- 
sammen, in die Schnitte von Z mit 3 Q^d 3n d^fs (r») = Z3 und 
(jr/) = Z3i; und daher fallen die beiden Paar Gegenseilen X und 3Ei, 2) 

Crelie'a JoHrnal f. d. M. Bd. XLV. U«Ct3. 29 
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9i wf Z, aber irolsdeni Udbeo ihre SdiBitte, die Pole w md y, deonodi 
dadorcii bestimmt, dafs sie sowohl zu j und 31, ab an den Schnitten Z3 und 
23i attgeordaet biuinnnisch sind. Die S(Cl} arten in den Sirahlbttoliel nn 
z aus. Dagegen enthaitea die S^^C^) und S{Cy) eigentliche Curven, welelie 
darch die Puncto und gehen und die Geraden 3 uod 3i berflhren. 

III. GeslQlzl auf diese besondern Fälle (II), so wie auf den obigen 
allgeujeinen Fall (§10.), lassen sich folgende Aufgaben leicht behandela und 
die Zahl ihrer Lösungen im Voraus bestimmen. 

1) „Eine Curve zu finden u flclw ziret yeyebeue Ikegeischnitte 
A' und d<jj>ji>{t Inrnhri und zudem uudi entweder 
«. eine gey ebene Gerade G berührt } oder 
ft, durch einen </e(jebenen Punct p geht.'''* 
Jede dieser beiden Aufgaben geslüUel sccbs Lösungen, unü issat bestehen diu 
Idseadeu Curven aus 2Cl, 2Cy und 2Cl. Die gegenseitigen vier Schnitte 
des Gorvenpaars 2Ci, etwa p^ pt, p^ und p^y liegen io einem der Kegel- 
aabniUe (§. 10. IL 4.)) welcher dorch den gegebenei Mal p beatilMt 
ist; die drei andern Schnitte pi^ pi^ Pi sind dadnrcb besümmt, da£i einer 
darselben, etwa ^, in der Geraden xp liegt ond dann auch die Gerade pipy 
dorch X geht, nnd aadem beide Gerada ppt ond ptPi an den Seiten X ond 3Ci 
angeordnet harmonisch sind. 

8) Ctirv§ C* «IT finden, toa/ciAa ewa gegeben» Curaa 

dtipp$U AarcArl imdf nadwtfaa« noek entwtier 

o. irm gegeieiM Gerade 3» 3i ^ beriUkrtf oder 

ß. zwei gesehene Gerade 3 «»Mf 3i ^erüktrt und dnrek einen ge* 

geienen Punct p geld; oder 
y. «ne gegebene Gerade G berührt und durek 9wei gegebene BuneU 

l und 5i geht; oder endlich 
(J. durch drei gegebene Puncte j, 5,, und p geht^ 
Bei Jeder dieser vier Aufgaben finden, im Allgemeinen, sechs Lösungen statt; 
wie vorhin (1/). 

3) ,J\nie Curve C' %u finden, welche entweder 
a. drei gegebene Gerade 3, 3i ««^ G berührt und durch zwe» ge- 
gebene Puncte X, und jj gebt; oder 
ß. zwei gegebene Gerade 3 und 3i berUhrt und durch drei ye- 
gebene Puncte j, 3, und p geht."' 
Beide Mal vier Ldsnngen. 
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4) u£Ihm CWm 4» finim, weleke entweder 

a. mer ^ebene Gerade berührt (II. 3.) nnd durch emen gegebenen 
Pmtet p gehtf oder 

ß, dtirek vier gegebene Punele geht (II. 4.) und eine gegebene Ge- 
rade G berüAri.** . 
Bdde Mal zwei Lösungen. Und endlich: 

5) „Eine Cutce zu finden, weiche entweder 
«. fünf gegebene Gerade berührt; oder , 

ß. durch gegebene fünf Puncfe gehf;"" 
beide Mal nur eine Lösung, oder »bsoint bestimmL 

§. 12. • ' 

Bemerkung. Die Aufgabe: 

„Eine Curre fP zu ftnden, welche drei gegebene Curven A'j 

und D' (hppeit heruhil''' 
isl im Allgemeinen unmöglicli. wie ous dem obigen (§. tO.) leichl erhellet; 
sie wird erst dann inüiilich, u tiui die gegebenen Curven eine j^ewisse nähere 
Beziehung zu einaudcr haben, was bereits schon in der mcbrerwähnten Ab- 
bandlang (Bd. 37. S. 187 d. Joorn.) angegeben worden^ und wovon man sich, 
wie fo^, leidit flbernengea kann. 

Denn angenommen die Cnrve C berflhre jede der drei gegebeoeii 
Gurven J% H' nnd D"* doppell; seien elwn A, B nnd ü beiiehlicb die 
BerOhrnngssebnen, nnd seien ferner x, y, $tf af, y*, 9^; £*, y**, i^ die ge- 
meinscbaftUeben Trippel eonjngirle Pole, so wie X, Y, X*, T*, Z';' 
X", Y", Z'' die gemeinsdiafllichett Trippel eonjngirle Polaren der Corven- 
pnare nnd B^, und 11% B^ nnd D^i so mnis die Bertbrungsaebne A 
sowobl dnreb einra Pol des ersten Trippeis, etwa dnrcb x, als nncb dnrcb 
einen Pol des sweilen Trippeis , etwa darcb a^t geben (weil inn ersten 
nnd zweiten Curvenpanr gehört) (§. 10. II. 1.), nnd dann müssen ancb die 
Berflbrungssebnen B und D besieblich durch die nfinilichen Pole x und 
so wie auch beide durch einen und denselben Pol des dritten Trippeis, etwa 
durch x", gehen. Demnoch mOssen die drei Berfihrangsseboen A, B nnd D 
allemal die Seiten eines solchen Dreiecks sein, welches irgend drei Pole, je- 
ddfli von jedem Trippel einen, zu Ecken hiit . v.ip []m Dreieck xx' x" ; die 
Conibiuülion gestaltet 27 soichp Dreiecke. Da nun ferner sowohl x und X, 
als x' nnd .Y', «o wie x" und A " Pol und Polare in Bezntr auf Hie Gurve C* 
sind 10. II. 3.), so mufs das Dreieck xx'x" wil dem Dreiseil XX' X" 

29« 
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perspedivisck liegen; ^. h. die drei Geraden, welehe ihre Etkem in besüinnter 
OrdnoDg paarweise verbindeo, trefTen sieli in irgend einem Puncte p, und die 
drei Schnitte der entsprechenden Seilenpaare liegen in irgend einer Geraden P; , 
nämlich beifsen die den Seilen X, X', X^ gegenüber liegonden Ecken des 
Dreiseits beziehlich a, b, d (sie sind zugleich die Pole der Seilen A, B, D, 
des Dreiecks xx'x" in Bezug auf die Carve sowohl als beziehlich in 
Bezug auf A^, B^, so trelTen sich die drei Geraden ax, bx', dx" in 

einem Funde p, und die. drei Schnille AX, liX', DX" liegen in einer 
Geraden P (auch sind p und P i'oi und Piilaic m Rücksicht auf C"). — 
Zu dle^e[l Eigeoscliaflen geselleu sich fernLi ikjcIi fulgeode. Bezeichnet man 
die gegenseitigen vier Schnitte der drei Curvenpaare durch r, a, f, w; 
r', ti'f r", m" und ihre vier gemeinschaftlichen Tangenten durch 

Ä, kS, 'J\ U; H', kS', T, V; R", S'\ T", U", und gleicherweise die 
übrigen Elemente: ao gehen durch die Pole x^ x, x" beziehlich die Seiten- 
paare £ und Xi, 1£ und Xj, X" und HÜl^ und in den Polaren X, X', X** 
liegen' bedeblibh die Eekeapaare r und jci, x' and jCi, y'' und nnd aisdann 
' sdineid«! Bidi von den erstem viermal drei in einem Puncto, etwa 
'3£X!3E!', UaXilt! nnd '3r'Xi3^i, und von den letalem liegen viermal drei in einer 
Geraden, yjc'jc", txWI^ x'xtXi und jc^jCijcl. 

Wenn also eine Corvo C die drei gegebraen Ciwen J^, 0% doppell 
berührt, so mflssmi die dm lelxlem angdiArlgen Elemente, nnter andern, die an- 
gegebenen Eigensdiaflen haben; da aber diese Eigensdiafken einander bedingen, 
selbsl von einander abhängig sind, so bescbrinkt sich die Bedingung fAr die 
Hfiglidikeit der Cnrve nur auf je einen Theil derselben, nAmlich: 

Die Curve C^, welche die drei g^^kenm Curvm Jl^, und 
iopitdi berühren voll, ust mögti^, tobald entweder: 

1} 90» ilen 27 Dreiecken ^ welehe Je drei Pole, jedoch von jedem 
Trippel einen, zu Ecken haben, irgend eins (wie xx'x") tnil dem ihm 
enteprechenden Dreis ei t (XX'X") perspecdrisch lief/l; oder 

2) van den Seifen der drei Vierecke n tu, r's't'u', r"s"t u' trgetid 
drei, tvorunfer jedorli von je dein Viereck eine (wie etwa X., 3£', X") sich in 
eitlem Puncle p tre/fen; oder enditcli 

3) von den Ecken der drei Merseit HSTV, R'S'T'V, R"S"T"U" 
irgend drei, unter denen jedoch von jedem Vierseil eine (wie etwa x» x', x") 
in mner Geraden P liegen." 

Berlin, im Marz 1852. 
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16. 

Darstellung einer beliebigen geg^ebenen Gröfse 

durch sin am (?/ r W', ^•). 

( Von Herrn Or. iUekdolß ^nt ord. m der UniveniUkl m Könt^berg in Pr.) 



Eiinc bei der Anwendun«,' der elliptischeu Functi nien sich öflers dar- 
bieteode Aufgabe besteht darin, fär einen gegebeneo Jilodal k eine beliebige 
gegebene Gröfsc durch sin am ''«^ aiiszudrOcken. 

Für iieii Filii, liai» diese gegebene Gröfse (— ^) reell ist, findet man 
die Bestimmung von tf in (§. 69.) Aer „Fundamental bei Gelegenheit der Re- 
ducUoD de» von Legenirß benutzten Parameters der Integnle dritter Gattung, auf 
dm von JaetM eingeffthrten Parameter, und hat demgeiiiftlii, wAhrend A resp. 

jjobiliv und kleiner als 1 , 

^siüv und gröiser als 1, aber kleiner als ^, 

positiv and grfifser als -j- 
iat, respeetive 

{stiiani(«,ifc) = A, 
00 hm9m{K-\-iu»k) A, 

(Binam(f£'i4-<(>A) = A 
SU setses, wo K und Kg die bekannte Bedeutnng haben, Znr Bestimmaog 
des ArgnmenlB « selbst, dienen dann i^peetive die Pormeln 



Ist die gegebene Gröfse = iAi^ wo Jii reell und positiv ist, so 

hat man 

(3.) iAi sss. sinamC»o>i(;J 
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ZU setseo, nnd bedient sidi sor Beslimmaflg des ArgomeDts 0 der Fornel 

, ^« _J 

Für den Fail, dafs die Gröfsen A und negatiT sind, hat man respective 
A = sin am( — m. U , 
A — sin am ( — K in,k)^ 
A = sinarn( — iK^ — u,k)^ 
i J, = sin am ( — iv, A') , . 
lind in lien obern Grenzen der Inlegrale (2. und 4.) statt A und J, respective 
— A und — Jj zu setzen. 

Wenn die gegebene Groräe einea beliebigen imaginären Werth hat, 
so läfsl sich die Auflösung der vorliegenden Aufgabe aus den Grundfornieln 
der eliiplischen Fanclionen fQr die Snnue nnd Differeiin iweier beliebiger 
reeiler oder inaginflrer Argomente, weldie sich ans den (§§. 18. nnd 19.) 
der „Funiammfa^ ergeben, auf versehiedene Weise abieiten. Die in den 
folgenden Zetien von mir mitantheilende Art sehdnt mir die einfiichsle nn sdn. 
Die gegebene Grftfse sei auf die Form 

(»(cos^-f-tsin^) 

gebracht, wo ^ eine reeile Gröfse ist nnd der Winltel 9 die Grenten —\n 
und -j-^^ i^*®'*^ flberscbreiteL Saint man nun 

(5.) ^(costf-ftsin^) SS sfnam((ii-|-t«X^}, 
so redueirt man die Fälle, wo negativ Ist, auf die FäUe wo if positiv ist, 
dadurch, daft man den In den letstero gefondenen Werlben von ■ nnd 9 das 
entgegengesetste Zeichen giebt. Es darf daher ^ positiv angenommen werden. 
Ferner kann man, wegen der doppelten Periodicilit der Function sin am, 
die Aufgabe dabin modificiren, dafs nur die, die Grenien — K und 4 K nicht 
fiberschreitenden Werthe von tr, nnd die die Grensen — nnd -f'^i nicht 
Qberscbreitenden Werthe von f gesucht werden. 

Zu diesem Ende fähre ich die kieiosten positiven Winkel ein, welche 
den Formein 

2q costf . TJiQco&ü 



(6.) siny -ffip-» «ny = 
genflgen, und bestimme die Argnmenfe « und » aus den Formeln 

sinnmfw,*) = lang }f/> tang^U'), 
J»m{v,ki) <=ss y(/(Ung^9>cotang^V') 



(7.) 
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In d«r Art, dalä imb fOr u den kleinsten positiven und fflr v denjenigen 
kleinsten reellen g«Bagenden Werth nimnit, dessen Zdcben mit den Zeichen 
Ton 0 öliereinstimmt. 

Der Beweis dieser Behanploog ist folgender. Setnt man der Kflrae 
wegen die Function . 

)^(l-f 2xcos^-f x^) = /•,'a?), 
wo, wie Oberall im Folgenden, das Wurzelzeichen den positiven Werth ver- 
langt, so erhfilt man leicht aas den angenommenen Formeln die folgenden: 

oder, da identisidi 

/^ /'(M+/(-Ae)vA*e)-/'( i*e) \ ju 



ist, folgende: 



(10.) .ioa-pC«,*) = T^Lp^:^, 
(II.) ^am(i,,*0 « _p, 



deren letzlere auch folgende Form annioiiüt: 
(12.) Jtimiv, 

D« nnn die Functionen 

(13.) 



2y{:l-f x') + f((lfa:»/-.4«»eo8^d)), 
weil ihr Differ entiulquotient nueh x^» 

_ + x')*- 4 cos' ff ) ± (1 ^ i * - 3eog<g) 

oder, nadi leichter ßeductioo, 

✓((.g*— cos2g)*-f-sin'2g) + U'— cotgtf» 
™ »'((x*— co82<?)'-f-8in*2ö) 

für jeden reellen Werth von stets positiv bleibt, selbst slels mit ar' zu- 
gleich wachsen, so ist leicht zu sehen, dafs die Werlhe von ^am(r,Ar,) die 
üreuzeu k uüd i und die VVerUie von sinamu^i^ slel3 die ürotizen 0 nnd 1 
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nicht flbencbreiten. iwtH folgt nus den Formeln (11. und 12.), dieMS tnß 
d« V«n^ (10.), *. «»»=£2^=it^< ^Mr^ E. ^ 

daher siels einen die Grenzen 0 und 1 nicht üherschreitendeii Werlli von u, 
und einen die Grenzen — Ki inui /i, niclil üherscLruiluiidcu Werth von v. 
Ans den Formeln (8. und 9.) ergeben sich aber Ferner die GIcichuDgen 

f(l(Q)~f{—hQ) . sinam(t<,A) 

and hieraus folgMide, in welchen die obera und untern Zeichen anf beiden 
Seiten f usammengehAren : 

f (kg) Jam(^%ÄJ Asin am(M,A") ' 



(14.) 



fi±p) l + sin um {H,k)/J am iv,kA 

/ ( — kg) jBm(Cfk,) — A si n am ( tr^ A') 



. Da nun die Formeln (16. und 18. §. 18.) der ,yF\indam€nia*^, wenn 
man h slatt 9 setit und die Formeid (i, 3. 4. §. 19.) benntit, nach gegen- 
seitiger Diviston, in die folgenden Obergeben: 

sinain(M-}-<(?jA))(l+ sinani(a — iV^A)) / < + sin am (m, k) //am (r, fr, ) \* 

((I + * Bin an {u -^iv, k)) (1 + A sin 9m{u^w,kjf) \Jma{it,ki ) -|-*8in am {u,k) / ^ 

(<+ sin am (M-f-«'»j /»))(! + sinam(K — io,k)) ^ 1 + sin am {u,k) J»m^v,k^) '^ 

(1 — irsin am A)) U — *sin •»(» —10^*)) v^am (»,*»)— Asia am 

so erbflU man, mit gehöriger Benutzung der identischen Gleichungen 

cosö-f»sinö = 

(l-fWKl-r^-O = 
atlS den Formeln (14.) folgende Gleichungen: 

(1+ s ina mfi<-|-«V,/f))(1 -f sin am {u — lr ,/, )) (i ±ge'^){i±ge-"') 

(l+Asiiinin(«-f <t',A))(l +Asinam(M — <r~/.i) (1 -f Apc''»}(l -|- Ai»f-'ö) ' 

(1+ sin am (n -{-<'<, A))(i4: üin am(u — ü',A)) fl ±pe'^}( l ±q^'^) 

(1 — *sin am (M -f iv,k) ) ( 1 — A sin am (« — ä-, Aj) ( 1 — A^'öl ^ — kQe-^i ' 

Hierau:» folgen sofort die Gleicliuiigcn 

{öiü am {u -f- io, k)] {sin am (u — iv,k)} — 

sin am(«-f- »>,Ä) 4- sin om(M — h,k) = l^^^cos^, 

und daher isl siunmijt\%v,k) entweder 

= {i(cosd -f »sin^), 

oder = (»(cos<? — isin^^j. 
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Da ODB ans dar Grundfomel (t. % 18.) d«r tJB^miammUt^\ weoo man 
w statt o seist and dia Ponneln ($. 19.) snwaadet, die Formel 

(15.) 8inani(ti^te^*) 

.folgt, deren iaiaginirer Theil, nrit Rlleksicbt anf die obige Annähmet wenn 
man u nnd « innerhalb ihrer oban beaeiehnelen Grenaen nimmt, das Zeichen 
Ton iß hat, wAhrend ihr reeller Theil posiUT ist, so sieht man endlieh, dais 
die Gleichong 

p(costf-f ~ sinam(«-|-t9^A}| 
besteht; was an beweisen war. 

Um die Argomente u nnd e ans den Werlben von sin am («^ü) mtd 
J9m{9,k^ au bestimmen, gebe man wieder anf die DelbiUonen diesmr beiden 
Fnnetionen dnrcb Integrale aorflck. Dies giebt erstens: 

Ist ki^k voA setit man, was alsdann freisteht, 

— z — ^ = ^X> 

SO ist sweilens: 



*. dx 



Ist aber A'i<;/(> so setze man, was dann freisteht: 
und erhalt: 

Hienach kann mnn die Arpiimrnte u und r entweder mittels der Le(fendre~ 
sehen Tafeln, oder der auf der Transformation der elliptischen Integrale erster 
Gattong beroheoden rSMfiorungsmelhode Iici lm hnen, wenn man es nicht vorzieht, 
die Reihen -Entwickclungen für die elliptischen Functionen sin bim, «, Ar) uad 
^ain(t%A'|), und die ähnlichen, zur indireclen BestiiomuDg von« und v durcii 
die gewöhnlichen Nfiherungsi/iethoden zu benotzen. 

Crelle'a Journal f. d. M. Bd. XLV . üeft 3. 30 
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Es ist wohl niehl filierflaHig, elDer swdMn LOmg dwsflllM Aifjiabe m 
«rwfthnen, welche aof denselben Grandformeln wie die eben milfelh^lte itenite. 

Fahrt man die Winkel 9» und iff, als die, nlksolnt genommen, kleiuten ein, 
welche den Formeln 

Gent^e leislen, so ist 11 der kleinste reelle positive und 9 der im Zeichen 

mSx $ abereinstimmende ktelnsle re^e Werth, welche respective denjenigen 

der beiden Gleicbongen 

I tangam(t,& ) _ |g|,gi ,^ ^^^^ __ inniil ,-T -| (/), 

(17.) / sin coam (m^ A) bz/' bz. 1 ^/^ 

I laDgam(p,Ä,; sincoam^M, ^) = tangly , oder — fnnf? i (.7 -f 

genügen, deren Seiten rechts respective im Zeichen mit 0 übereinstiiniuen. 

Der Beweis hievon läfst sich wieder auf ilii W eise geben, dafs man 

zuerst die Existenz eines reellen positiven u uad eines reellen i>, welche den 

Gleichungen (17.) Genüge leisten, nachweiset. Je nachdem die Winkel 

<f, xp, e, 

oder —<p, ^,6, 
oder —9, —y^t^ 
gleiche Zddien haben, heben nach die GrObm 

oder -(l-c*), 1-**P^, 

oder -(!-<»*), -(1 
respectiTe positive Werihe, und umgekehrt ; so dnfe, da nicht so gleicher Zeit 
1—^' nnd —{t—I^Q^) posiÜT sein können, anch der vierte Fall, dafs 

y, — $ 

gleite Zeidien haben, nicht Statt findet. Zugleich hat man reqpedive die 
ans den Gleichungen (7.) folgenden Formeln: 

sin'eoaro(«,ifc) = ^^^^''''^kV'^*^^^* 
sio^ coam (jUtk) = — y lang ^ . taog 
sin'eoam(ti,Ar) «bb ylangi y.cotaag|V'# 
langsam (9« A^i) = yfang|9;tang^v> 
tang^ am (r^ Aci) = ""j- cotang j| 9> . lang i > 
tang'amCp^i^i) «s •|-coUing(y.ooUing^V'. ^ 
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Da die 6 61i«der redrts in dmen Glmdiiin^eii io dm drei veraddedeii«! 
Yonrassetsno^ positiY rfnd^ eo ergieM sich die RealitAt ▼on v geradeto, 
and für » Udbt nnr sa adgen flbrlg, dafs die drei Werthe fOr sin'c<Miiii(ii,ifc) 
auch die Grenzen 0 and 1 nicht übersclireilea. Hit RiDsuaieliaag der For- 
meln (16.) erlifllt man aber in den drei Ffiilen reapective: 

!sin'eoam(«,A) = 
ain'eoamC«» = 
sin'coam(i(«Ari) » 
V(('-Fr)'+i^""'')+'-?F 
y(('-f)'+f*'0+*-f ■ 

Da oan aber oben gezeigt ist, dalä die Fanclion 

2 y[1 i'X^-l- y(r 1 -f x^f - 4.r' cos' Ö)] , 

während von bis 0 aunimmt, stets selbst wiobsl, so folgt hierana 
aoeb, dals die Function 

\\i 1 - + 4ä sio' Ö) -f 1 — «, 
wibrend * von 0 durch 1 bis oo wächst, selbst 

von 2 durch 1^(4 sin* bis Nnll abnimml. 
Ans dieser Bemerinng fo%t» dnfip in den drei verschiedenen Fillen die Seiten 
rechts der Gleichungen (18.) die Einheil nicht QbertrelTen. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dafs die so gefundenen Werthe 
von « und v wirUieb die A if^^abe auflösen. Zn diesem Zweck leite man ans 
den Gleicbangen (16. und 17.) die folgenden ab: 

?()sin9 28incoain(«.A) tnnpam (t'>tj 

1 — g* 8jn*coam(u,*) — lang'ainCe',*,) ' 

2kQsiaO 2k sin coam (» , k) tang am (v,k,) 

1— A'p* 1 — A*sin*coam(«,it)tong*nm(f',*,) ' 

welche nach Einführung der elliptischen t*'uuclionen des Arguments h für den 
Modul kt in folgende übergebn: 

80* 
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8igtio 6 2 sin coam (u,k) sin am {ivfk) 

2ikQs\nd 2krin coim (u, h) «in «m Qv, k) 

i — 1 k' Bin* coun (u,k) sin* am {iv,k) ' 

Zieht man beide Seilen dieser Gleichnngen von +1 ab, imd benutzt die For- 
meln (17. und 19. §. 18.) der „Funäamenta'\ so erhält man die Gleichongeo : 

(1 -f pfcos^^-^/sinfOfl — p(cosö — <sin«)) 
(1 — p{cos sin Ö))(\ -\- QicüiO — isinOj) 
(t -f sin am («< -f- it-,h)) ( 1 — sin am ju — iv, k) ) 
(1 — sittam (m -f jt', *))(! + sin am (« — iv,k)) 

(l-f-Ag(cosg-j-ising);(1— *g(coi»— iaing)) 
(1 — <i^(oot0+ jaiD9))(l+ l^(cof 0— i'aintf)) 

(l-|-Asinam(i<-f — ^sin »m{u — iv,k)) 

(1 — sin am ( M -f &>) (1 -j- A >>>^ >■■> (n — iv, k)) ' 

«HS welehen denn die beiden Fonneln 

2jp ^$ = sin am (y -f it>> ^} — sin am (u — ic, k) 

folgen, welebe, da der imaginire Theil von BinimCii'flv«*), der Formel (15.) 
gemftft, auch hier bei der gemaehlen Voranssetsnng mit %$ flbereuielimmt, anf 
die n bewmwnde Gieiehnng 

if{(W9B■\■i^^s^9) = sittam(ii-)-tp,Jk} 
fohren. Die Argnmente « und v selb»t findet man aas den Wertliea fttr 
8ineoBm(tf>ik) and ttngam(««ifci) dnrdi die Fonneln 

t) dx 

"^^^-J V((l^*')(i-A**M' 

^ ~~ -J y((l-j:*)(l-Ä>-'J) * 

Die besondern Fäüe, in welchen 0=0, oder c== {n, oder A; = 0 oder 
k = \ ist, erfordern keine besondere BerQcksichtigang. Auf eine Ahnliche Art 
kann man jede gegebene Grüfse auch ouf die Formen 

cos am (ii -f- iv, k) 
Jam '?/-] iv, k) 
tang am (i« -j- i k) 

bringen. 

Cranz, den 26. Augast 1852. 
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17. 

Bemerkungen zur Theorie des RauuipendeLs. 

(Von Herrn Prof. Dr. Rirhelot zu Königsberg in Pr. ) 
( An nnnu Briefe deM«tb«a an des II«rmiMgebflr diesei Jonnali. ) 



' leh glaube, Ew. . . . Interesse für die folgenden Mittheihingea ans den 
Gebiete der anafytiteksH M§ekamk In Anspraeh nehmen nn dfirfen, nm so 
mehr, da sie ein Jefat vielseitig beaprochenes Problem berObr«i. Ich beiiehe 
mleh 'biebei anf die !in dten Bande der anafyiuekm MtduM Seite 194 
eingeftihrie Beaeichnnng, und werde hier suerst dm Tfaeil der auf den. fol- 
geadetf Seiten gegebenen Enlwickelnngen, welcher sich auf kkine Sohwin*' 
gungen des Raumpendels bezieht, ganz anders behandeln, und nnmentlich die 
Modificatlon derselben, in Folge störender Krifle, durch einfache Formolo 
ausdrOcken. Wenn gleich diese Aufgabe in neuester Zeit von mehrern Geo- 
metern bei Gelcgenheil jenes oben erwähnten bekannten Problems behandelt 
ist, so halte ich doch die folgende Darstellung^ , ilirrs unmittelbaren An- 
schlusses an die La^a/ty^scbeu GteicbangeD und ihrer Kurse wegen, nicht für 
flberflassig. 

Die am angefohrten Urle aufgeslfüten Differential -Gleichungen des 
Problems gehen nach einer leichten Cotnbinaiion in folgende über: 

Cl.) 3j = 0, — — « 0, 

wo also r die Ldnge des Pendels, tp sdne aar Zeil f ^ttind«Mlt Neigung 
gegen die Verlicale, und 4f den Winkel bedentet, den die dnrob des Pendel 
gelegte Vertioat-Ebene in der Zeil 4t besebrelbl. Die Integration dieser 
Qleicbnngeii führt anf die vier Gleidinngen 



WO derKlIrae wegen il=yj(i?J-f ycos v)sin'v — gesetat i»l. Die erste 
dieser Gleichungen entspricht dem Flachensatz, die zweite dem Satz der leben- 
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digen Kraft; die dritte giebt die Zeit, die vierte den Winke! 9 en, welche 
von dem Moment an geiftbit sind, wo der Winliel sdneo Ueinsten Wertb 
Bsaß hat, 80 daJs also nnd — <fr die an ^—ß gehörigen Werihe von 
I und 9> sind. Endlich bedeute a, wie bei Lagrmtge, den grOfsten Werth 
von V> 1^1* betfachte hier a, ß, % ^ als die vier wilIi[Qrl]<!heB Constanten 
der Integration und werde ihre Gorreetionen bei hinzutretenden störenden 
Krärien, hierin dem auch von Layrange abgehandt Itt n Falle, dafs a und/? 
als Gröisen erster Ordnung behandelt werden, auf folgende einfache Art 
bestimmen. 

Dn hier eine snccessive Annäherung Statt findet^ so liann man, wie 

es gewülinlich geschieht, die aus BerOcksichtlgiing der.höborof) Potenzen von 
I/' herrührenden Glieder mif den auf der rechten Seite der Gleichungen (1.) 
hiüziiireli fiden Slörungsfunctioneu vereinigen und erhnlt dann, die rosultiren- 
den Aggregate durch 12 und i2i bezeichnend, folgende DiOerenlial- Gleichungen: 

Es ist bekanntlich bei der Variation der Constgnten vortheilbaft, solche 
Lösungen des ungestörten Problems anzuwenden, bei wdcben alle Obrigen 
Variabdn durch die Constanten nnd die Zeit ausgedrflckt sind. In nnserm 
Falle folgen dergleichen Formeln aus den dlgemeinen Intq;ralen hier von 
selbst, nemlicb: 

(4.) f 9in(y-{ *) = «sln(/l(/4- T)), 

C5.) ycos(v+*) ^/3cos(/f CH^^)i 
aus denen man ersieht, dafs zu gleicher Zeit 

t== — T-\'\{lm)y^t 9) = — «-f^An nnd ^s^a, oder =sß, 

V ^ 

ist, je nachdem k eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, und dafii die ganiM 
Bewegung periodisch firt. Ihre Richtigkeit ergiebt ndi beiläufig ans folgender 
Rechnung, deren Resultate ich hier brauche. Durch Differentiation der 
Gleichungen (4. nnd 5.) erbilt man: 

(6.) +^sin(yH-*)iv^cos(y-f *) = a^Uos^l^lt^n, 
C7.) _^cos(yi*)-hv^sin(y + *) -/iy^l sinj^f 
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Hidöplidrt mmi (6.) ntt (5.) and (7.) mit (4.) nnd addirt die Resultate, so 
erhih man die Gieieliaiig 

(80 V'^^aß^f. 

Erhebt man je lieide Sellan der vier Gleidraogen (4. 5. 6. 7.) las Oaadrat, 

nachdem man die beiden ersten mit mnltiplicirt iiat, und addirt die Re- 
sultate, so erbfilt man die Gleichung- 

(»•) (^)"tv"(^)'+fV-(^+/>")f- 

Hieraus sieht mau nicht nur, dafs (4. und 5.) die endlicti* n Integral- 
gleichungen der Differentialgleichungen (2. und 3.) für i2 = 0 und i2, ~ 0 
sind, sondern zugleich^ dafs, wenn man die Variabein a und ß, wie sie aus 
den Formeln (4. und. 5.) durch (p und tp und t bestimmt werden, statt (f und y 
eiuiührt, die üillerenlialgleichungen (2. und 3.) selbst in folgende übergehen: 

-rfT = V 7 — rft — ^ J"."'' 

welche, nacti Einführung der Grölsen a, ß, ^, T, i statt der Variabelo 
^> V» ^« *^ nfiberangsweisen Beslimnang der Gräften » aad ß ge- 

sobickl sind. Die Differentiation der Formeb (4. nnd 5.) nacli des erstem 
GröiSien giebl die Gleichnngen 

weiel» aar Bastinarnng von 0 nad 7 dienen. Selal man der Kflrae wegen 

and bezeichnet die in der Zeil t—( bi? f ~t zu den vier Conslanten des 
ungestörten Problems hin7.utrctendeD Correclionon durch ein vor denselben 
gesetstes ä, so erbäll man die vier eiofadien Formeln: 
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^_ /*a», cosT— ,füitüi» , /*A*,coir— acoginr , • 

=y ä^p — ^ a«-/y« 

io welctiea ooter dem lotegraUeichen die Grölisen a, ß, ^, T als conslaot sa 

betraditeii, und die iDtegrationen von t:^ |^^ (i;,-)-T) bii Ts=^^.(l-j-7) 

auszudelmea sind. Für die Zeft von tinem Maximnm des Wfaikels y 
nSohsten, hat maii die Integration Ton An bis {h-\-i)n ansiiifAbreD, nnd datier 
die um n periodiaehen Glieder niolit m fterflcksicbtigen. 

Als Beispiel werde ich die. Seile 206 der „ AaaljUselieü Mechanik" 
gegeiiüite Aufgabe der Bewegung des Raumpendels im widerstehenden Mittel, 
jedoch hier nur für kleine Schwingungen, aber bei dem aiigemeiiieni Gesetie 
des Widerstands bebandeln, welobes dorcb die Formel «v-j- bu\ wo v die 
Babngesobwindigkeit bedeutet, ansgedrflekl wird. Es ist dann. 



p = 



gesellt: 



i2,= — 2|>.'(a'ooB'T+/3*sin'T)(tf+la)^(fy).^), 



und 



»I = — y^y'/Jasinr — rbaßJtwar, 

woraus "'^^ sai^, ^^Hi und mit der gew6bnlichen Beieiduraig der 

eiUptischen Integrale, 

Sa^^^aa^j- {T-f ^sfn3r}-.i AaV |sinTcosT^«r-|- -^j^^ - 

(J*=0 und — fl|/j-8in'T+i*ar^^Ipl, 

als die vom ersten Minimum des Winkels \p an berechneten 
folgen, weide, awiscte nwei auf einander folgenden Maximis, 
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Sß ^aß^IL.:^Arihaßr{^K-^^K), 

d^j = 0, liT = 0 sind. 

Ich will diese Gelegenheil nicht vorbeilassen, tun Qber die Heliandiuiig 
desselben rroldiins für endliche Schwingungen, ohne successives MäberuagS- 
verfahre», einige noüiige neinerkuniren hinzuzufügen. 

Bei vielen Problemen der Dynamik gewährt die Einführung der von 
Jacobi durchforschfen elliptischen Functionen das «nc»^«? Mittel, um die Vsiriabeln 
als FuncUuucu der Zeil und der willkürlichen Conslanlen darzustellen und 
dadurch den Lösungen eine bisher nicht geahndete elegante Furna zu geben, 
welche, wie oben schon erwähnt, bei hlazutreteudeo störenden Kräften zu* 
gleich (die geeigneteste fDr die Variellon der Gon^antMi tet. Beeondefs «Sa^ 
fach wird dann noch die Anwendnng der letstern Methode, wenn man ge- 
wisse Systeme von wiUl^flrlichen Constanlen aam Gründe legt, wie sie sieb 
ans der Benntxang der fiomt/fojiscben Methode der Integration der dyna- 
mischen Differeotiaigleichuogen von selbst ergeben. Ich habe mich darOber 
aaaffthriieber bei einem dieser Probleme, dem sehr wichtigen Problem der 
Rotation eines festen Kftrpers, bei anderer Gelegenheit ausgelassen. Ffir 
das Torllegeode ungestdrte Problem hat vor iCngerer Zeil ein JflBgwer Mathe- 
matiher, Dwr«^» anf meine Veranlassong, toselbo ndtHOlfe der dllptisdimi 
Integrale und Functionen behandelt; aber weder diese, bis jetzt ungedrod^te 
schöne Abhandlung, aoch die später im 38ten Bande Ihres Joamols erschie- 
nene, sonst sehr voilstindige Arbeit des leider vor Kunem uns durch den 
Tod entrissenen Gudermann, enthalten jene letzten, oben angedeuteten For- 
meln, welche z. B. in dem Problem ,,der Rotation ohne ävfsere KrcJffe*'' 
Rueb zuerst zvvi Theil , und sputer Jacohi im 30lcn Bande Ihres Journals 
colhtändiff gegeben hn\. Inzwischen habe ich hei oiehrern Problemen, 
namentlich beim vorliegenden und beim Problem des sogenannten Laffrantfe- 
schen Falles der Kolaüon eines schweren Revolutionskörpers, der um einen 
Funct einer seiner Haupt- Axenrichluntren pendelt, ähnliche Formen der Lö- 
sung erkannt. Die erstem habe ich .Aiilangs dieses Jahres meinem Freunde 
Aron/iold brieflich milgelhcill und iasse sie hier folgen, obgleich man im 3Iärz- 
hefle des Liouciiteschen Journals, in einer später erschienenen Abhandlung von 
7i9§oi, eine im Wesentlichen nicht davon verschiedene Auflösung finden haan* 

CmH«*« JoanMÜ /. i. Miitk. Bd. XLV. UvftS. 31 
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17. Riehelot , zur Tkeor'u äes huutnitenäeU. 



Seist mm bei den obigen Beieiehonngee von Mjagrwi^: 
. j cos*/g«-co»*tt .-i 1 -f 2 ciw« cos jg-}» 

fObrt die Argumenlo u und b durch die Gleichungeo 

«in, und seist endlieh, mit Einrobrnng der in den ,tFuHd«menH»^ Hblidum 
2eioheB, 

V — V ^^.^^ -t- s^jjpfj^;«. 

80 sind Jene Formeln folgende: 

_^ 

ö;./i(/Vi)H(i&-f-Ä) 
sinv'eos«» - » A ) - /i« (ia) t^^ubj-h) 

Zur TollRtandigeo, hiermit susnmmenbflngenden Auflösung des dnrcli 
eine besondere störende Kraft afücirten Problems, welehi» seit einiger Zeit 
des Interesse der Natbemalilier sehr in Ansprach genommen hat, habe ich 
einen meiner frihern Scbtller veranlafst, und bin nm so mehr davon übersengt, 
dafe seine Arbeit eine vorlrelllieh dnrcbgefohrte nene Anwendung der Theorie 
der dlqiliBchen Functionen, und namentilch der Transcendente 0, auf die Theorie 
der SlAmngen sein wird, ab derselbe die ihm von mir gestellte, oben ange- 
deutete, einen Revolulionskörper betreffende Aufgabe in einer nficbslens er- 
scheinenden AbfinrHÜung auf eine in Jeder Beaiehnng befriedigende Widse 
behandelt hat. Genelimi<>i-n olc. etc. 

Königsberg, den 7. September 1852. 
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18. 

Elementar-stereometriseher Beweis flir die Anwen-. 
dung der allgemeinen Cubatnrformel für Körper- 
.stuuipfe auf solche Körper, die durch Rotation eines 
Kegelschnitts am eine H«apt>Axe entstehen* 

(Vom •Herrn Director Dr. Ängtut in Berfin.) 



In «iner Programmsdirinf die im Jahre 1849 erscbieoen ist, habe ich 
den Sats bewiesen, da6 Jeder ebenfldcbige Kdrper swisehen swei parallelen 
Gmndflidien, die alle seine Eckpanele aoAiebnien, raungldeh ist mil drei 

Pyramiden , die gidche Höhe mit dem Körper haben und unter denen zwei 
den MiUelflcbniU zur Grundfläche haben, eine aber das arithmetische Miiiet 
der beiden parallelen Grundflächen. Nennl man daher die untere Grundfläche G, 
die obere K, den Milteischnilt 31, die Höbe (d.h. den Perpendikel - Abstand 
l>eider parallelen Gruadflichen) A; so ist der Raum -Inhalt P des Körpers: 

P ^ iA(4M-\-G-\-K). 

Diesen Körpern, deren Seitenllflehen beliebige Neigung gegen die 
Gmndflaehe haben können, bebe ieb in AUgeneinen den Namen TrayMsm- 
dfMsürptr beigelegt; weil die Seitenflflchen derselben vorwallend ParalM- 
trapeze sind, obwohl aodi Dreiecke und Parallelogramme vorkommen kdnnen. 
Da Jeder ebenßächige Körper durch Parallel -Ebenen, welche durch die Eck* 
puncle desselben gttlegl sind, in Trapezoidalkörper zerleg^t vverrlen kam; 
80 habe ich die letzleren auch als Körpemfumpfe bezeichnet. Diese um- 
fassen sowohl die nbgestumpflen Pi/raniidm, als nuch die Obethfken, und 
enihalten auch solche Körper, deren Mittelschnille Figuren von anderer Seiten- 
zahl sind, als die GrundOfichen ; wie z. B dws f)kt8pder, in welchem zwei 
parntlele Seitenflächen .i!« lirundflüchen ant,-^« In n vsrrdt n können, wohei der 
Miltelschnill ein Seeli^eik wird, wübreud die GrutKitlacIjen Dreiecke smd. Es 
kuunen selhsl beide Grundflächen oder eine (als Funct oder Linie) ver- 
schwinden; eben so die Millelfläche. Die Formel ist daher ganz allgemein and 
reicht weiter, als die bckaunte für Obelisken bereits aufgestellte. 

31» 
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Dafs dtose Formel nidit neu iBt, sondern fflr ebenflflchfge Körper schon 
Ton andern MalhemaUkern aafgettelU war (twi CAapman, Prony, Eylelmmt, 
PoneeM, Brix, Stemer'), habe ich in Jener Abbaadlnng angegeben. Die 
geometriscbe Ableilung derselben, Tersdiledea von derjenigen, welch« Herr 
Professor Stawr in diesem Jonrnal (Band XXIII. S. 275) mitgethelll hat, 
sowie der Naebweis, für welche Umdrehungdcörper sie sich gleichfalb eigne, 
war der Haupt -Inhalt Jenes Programms, in welchem ich anch die mir yom 
Herrn Commissionsralb Bfw brieflich gewordene Hiltheilang eines Resultates 
seiner Untersucbangen angefahrt habe, auf welche iqb auch gekommen war. 

Es läfst sieb nAmlicb darcb Diflferenairen leicht nacbwelsmi, dalt die 
Cnbatorformel 

P = |A(4J/-|G4-Ä') 
für alle Körper zwischeo Parallel- Ebenen gültig ist. deren Diirchschnilts- 
flächen Functionen vom ersten, zweiten oder drillen Grade ihrer Entfernung 
von einer dor Grundflächen sind. 

Durch Anwetiduiig^ des Tai/lorschen SaUas habe ich noch elementarer 
dies in jener Abhandlung darzuslellen versucht. Erst in neuester Zeit bin 
ich zu einem elcuieutar-slereüinelrt>cheu Verfahren gelangt, durch welches 
jener Satz der Elcraentarmalhemalik ganz anheimfällt. 

Obwohl dieses in dem dritten Cursus meines Lehrhnches der Geometrie 
behandelt werden wird, halte ich eine Verbreitung dardi diese Bluter nicht 
für gana OberflOssig. Daher will ich des Zusammenhanges wegen knn den 
Gang andenten, den nach meiner Enlwickelnngswelse die Vomntersnchong - 
nehmen mufs. 

Yoransgesetat wird die Lehre von den Prismen, der Sata, dals die 
Pyramide der dritte Theil eines Prisma von gleicher Gmndlldche und gleidier 
B6he ist nnd die Enfciidiscbe Zeriegung der dreiseitigen Pyranride in awei 
Pyramiden nnd awei Prismen (EueHd Elem. XII, 8.)- 

Es ergiebt sich dann leiiAt folgendes: 

1. 

Eine dreiseitige Pyramide, «wischen awei Parallel -Ebenen stehend 
gedacht, ist vier Pyramiden auf dem Mittelschnill und einer Pyramide auf der 
Grundfläche zusammen gleich, weldie sAmmtÜch die halbe Höhe der dreiseitigen 
Pyramide haben. 

Legt man durch A (Taf. VII. Fig. 1.), der Spitze der dreiseitigen Pyra- 
mide A—BCD, eine Ebene parallel der Grundfläche BCD, so liegt die 
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Pyramide zwischen zwei Parallel -Ebenen, deren Abstand die Höbe des Kör- 
pers iäl, und der 31iltelschniü haibirt alle drei Seilcu. 

Das stehende Prisma EGFCKL und die obere Pyramide A^EFG 
bilden aasammeß 4 Pyramiden, deren jede gleich ist mit AFGE, also 4 Py- 
ramiden, anf dem Hitlebebnftt mit halber D6be. Die Pyramide GHDK and 
das liegende Prisma EGKHBL sind aber einer Pyramide anf der Gmndllidie 
BCD mit der halben Hobe des KOrpers gleich. Dies fflhrt anf die Ans- 
messmiigsformd 

P iA(4M^a), 

wo P den Raum-Inhalt der Pyramide bedeutet und k, M, G die oben an- 
gegebenen Werthe haben. 

2. 

Eine dreiseitige Pyramide zwischen zwei Parallel - Ebeoen so ge- 
dacht, dals in Jeder Ebene nur eine Kante derselben liegt, ist so groii» wie 
vier Pyramiden anf dem iMitlclscbnilt mit der halben Höhe des Körpers. 

Die so eben betrachtete Pyramide Ä — CDU kaon auch so angesehen 
werden, dafs AC in einer Ebene liegt und BD in einer anderen, die mit 
derselben parallel lieget. Dann ist EGKL, der Miüelscliuill, ein Piirallelö<jrfimra, 
mit dessen Ebene sowohl die Kante AC , als auch die Kante IW parallel , 
sind. Der Abstand der Parallel -Elx iun mit EGKL, welche durrh -IC und 
BD gelegt sind, ist dann die jiohe des Ivörpcrs. Es ist klar, daf^ da^ IVistna 
EFVLKG drei Pyramiden AFGE gleich ist. Es ist aber auch dreimal so 
grofs, als eine Pyramide auf der lialben Grundfläche EGKL mit der halben 
Ilolie des Korpers. Daher bilden das Prisma EEGKCL und die Pyramide 
AFGE einen Raum, der vier Pyramiden auf dem halben Mitlelschnitt mit der 
halben Höbe des Körpers , oder zweien Pyramiden auf dem ganzen Mittel- 
schnitt mit der halben Höhe des Körpers gleich ist Das Prisma EGKHB 
und die Pyramide GKDH haben dieselbe Gröfse. Die Pyramide ist also, so 
belrachtet, viermal so grofs, als eine Pyramide anf dem Mittelscbnilt mit halber 
Höbe oder: 

P = i*(4Jlf). 

3. 

Wenn nnn ein Körper, von ebenen FIfldien eingeschlossen, slmmt- 
liebe Ecbpunde in swei Parallel-Ebenen hat, so lAftl er sidi offenbar in laoter 
dreiseitige Pyramiden serlegen. Davim haben einige ihre GrnndHflcben in der 
nntern Parallel-Ebene (diese mögen «IsAsiuif Pyramiden heiften), andere ha- 
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^«1 ilirft GrondllidieB in dar oben Partilei- Ekeoe (die«» n4)geB kmtgmd^ 
Pyramiden heifeen), alte lübrigen balben nur Kaalen in der obeni and «alera 
Graadllädie (dieae nAgeD sehw^endt geaannt werden). Ditf nntere Grand- 
fllche des so besümmlen Körperslaaipfea besiebt ena atlea Gmadllidiea dar 
atebeaden Pyramiden, die obere GmadJIScbe des Slompfes isl »as allen Gnind- 
flächen der hangenden ansamaieiigefetet und der MiUelscbnitt schlierst alle 
MittelscbniUe der atebeadea, baageadea nad acb webenden Pyramidea eia. 

Sind ' abo In einem Trfpetoldalkflrper p, p*, ff*, p***, p*"* etc. die i4e* 
henden dreiseitigen Pyramiden mit dm Gnindfl flehen g, y", ^ etc; 
nnd mit den JaittelflcbniUen m, m', m", m'", m"" ele.: 

Ferner P, P*, P", P"" ele. die bangenden'Pyranidea mit deaGraad- 
lUlchea k, k, ti", fT ele. and den MUlelschnittea », n\ n^, n*", n"" etc.: 

Endlich S, 8*, S", S"*, S"" etc. die aebwebenden Pyramidea mil 
dea MiUelscbniltea ft, fi\ f»", pf", p*^ etc. : ae ist 

p »4A(4a. +y), P =iA(4» -f-ft), S ^ikip, 
p' = ^{4«.' 4 P' = 4A(4»' S' = ^4p\ 

p" = ^ACW-f ^"), P" = lh{An"-\k"), S" = yk4p\ 
p'»^ *A(4i*"'-ty"), P'"^ *A(4«'"-|-A"'), S'" ihip*", 

etc. etc. etc. 

Die Addition dieser Gröfsen giebt Tür den Inhalt des Sitiinpfes: 
it4 + + + -i • • ■ - r- " 4- n' -f n" + n'" J ... -f- J 4. ... 

+^+ir' -hy 4-y" + ... 4- Ä + Ar» 4- A" 4^*'" + . ..], 

d. i. 

Dafs die?e umfasseiitip Formpl die hekflnnleren für Obelisken u. s. w. 
einschliefst, dafä üie zum Beweise des Cnvalleriscben Salzes dienen kann und 
durch diesen auch ihre Anwendung auf Körper mit windschiefen Flächen ver- 
mittelt wird, rfillt in die Augen, hi jener Abhandlung und in dem Lebrbuche 
habe ich das llierher||ehüri<j[e uiilgetbeill. Dafs sie aber auch auf Kegelslumpfe 
und Stumpfe von Rotationskörpern der Kegelschnitte Anwendung findet, er- 
gicbt sich folgenderroafsen sebr leicht milCels dea Cavalleriacbea SaUtea. 

4 

Zwischt-ii den l'itrallel - Ebenen a/i und yd (Fig. 2.) befinde sich eine 
schwebende dreiseilige Pyramide AB MS, deren Seiten -Ebenen Ober die 
Purallel- Ebenen hieraus erweitert sind {z. B. die Kaute AM bis 0 etc.). 
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ZwisehttD deaaelben PoraHel^BbeiieB befinde sieh ein Bllipsold (oder 
Sphirald, oder eine Kogel)« dessen Henpt-Axe SU des Perpendikel ewisebea 
beiden Ebenen Ist, Diese sei bolbirl in T nnd ein Mlltelsebnitt sei dordi üeide 
Figuren gelegt Dieser bildet in dem ronden KOrper einen Kreis mit dem 
Radios TV, in der aehwebeoden Pyramide das Porailelograoim CDEF. Das 
VerhllUiirs des Kreises zum Faralleiogranim sei m:»; so Iftfet sich seigen, 
dars überall jeder parellele Dorehscbaitl in beiden Körpern Fignren enlhfttlt 
die daa VerhiUnifs m:» haben. 

Es werde dorob den Fönet W der Aze SV ein Paralleiaehnitt gel^, 
der einen Kreis mil dem Radios fVX in dem müden Körper ond du Paral- 
ielogramm GHKL- in der schwebenden Pyramide begrast, so Terbölt sich, 
den Eigenschaften der Corvo SYXU entsprechend (mag diese oon ein Halb- 
Irrels oder eine halbe Ellipse aor grorsen oder kleinen Axe 8Ü sein): 

Die Parallelogramme CDEFwiGHKL sind aber gleichwinklig, weil CDtGH 
und CVtGL isU Daher verbllt aich: 

GBKL : CDEF « GB.GL : CD.CF. 

Es iäi alior 

GH : Cü = AG : AC SfV : ST =TU-\- TW : TU, 

GL:CF^GM:CM==WU:TU=TU-TW: TU, 
also GUKL : CüEF = TU' - TH ' : TU\ 

daher GUKL : CDEF ^ WX'n : JF'n. 

Es haben demnach Oberall die Durchschnitte dos randen Körpers an den 
Darehaehnillen der schwebenden Pyramide das Verhditnift m i ». Daher haben, 
■adi dem Cavallerischen Satse (der auch In diesem Falle dnreh die bekannte 
Metbode des Eio'- nnd Umbaaes vwi Prismen erselit werden kann) ntdit 
nur die gansen Körper, sondern aach jede swei nwischcn denselben Parallel- 
Ebenen liegenden Stampfe das VerhfiUnifs »1:11. Jeder solcher Stumpf ist 
aber als Trapeioldalkörper nach der aafgeslelllen Formel zu berechnen, also 
aich jeder Slompf des runden Körpers. Wären C, K, M, A die Bestim- 
mungsiTröfsen des Trapesoldalkörpers P und G', K', M', A die des randen 
Stumpfes P'i so wAre 

&^2Lg, ä'«-JC, M'=:>—jli, P' = -P. 
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Es ist nach der Fonnel: 

P = *Ä(4Jf+<?+if), 

^AB(4iP|-|-C-J-iC) « ii(4iir + l?'iÄ')- 

5. 

Slclll innn sich die Verlätifjerun«,' von JSU, als Axe eines Hyperboloids 
vor, dessen Erzou;,rungsciirve LZi zur Hntipi-Axe US und zw Qaer-Axe TI' 
hat, und legi durch diesen runden Körper und durch den Trapezoidalkörper, 
der von den erweiterten Seiten -Ebenen der schwebenden Pyriiniide einge- 
schlossen wird, eine Ebene parallel mil nß und yt^ die in dem runden Körper 
den Kreis niil dem Radius Y'Z und in dem Trape^uidalkörper dns Parallelo- 
gramm PQHO biidei; »o verhält sich uuch iiier der Kreis zum raralieiogramm 
wie m : n. 

Nach den Gesetzen dei' Hyperbel ist nflmlich . 
ZY' : Tr^ = TV - TV . TV\ 

Es ist aber auch das Parmelogramm OPQH gieicbwiakii^ mit €DEh\ weil 

CD* FE t MO und CFtOn ist. Daher ist 

RQPO.CDEF ^ H(J.Hü:LF.LD ^ Ii(J .HO : FE.FC, 
RQ : FE ^ DR : FR YS : TS = TY^ TV : TV, 
RO : CF = RM : MF^ YU: ÜT=- TY- TV : TU. 

Also auch 

ROPQ : FCDC = TY^- TU^ : TU' = FZ'rr : TI^ti. 
Das Übrige cr>ricl)t sich wie vorhin und es ist ersichtlich, dafs auch ein Hy- 
perboloid nach dieser Formel gemessen werden kann. 

6. 

Die Anwendbarkeit der Formel tof Parabololde xa «eigen, dient fol* 
gendo Construction. 

Sei (Fig. 3.) ein Parabolold mil der Axe AB zwischen den Parallel-Ebenen 
aji, aufgeslcltl und neben demselben ein beliebiges liegendes dreiseiliges 
Prisma, dessen eine Pnrallelkanle CD mit dem Scheitel des Parabololds A 
in der Ebene nß liegt und dessen andere Iioido Partillelkonten /'r/^, Gil In der 
Ebene liegen, in welcher sich, als Dun liiiiit des runden l\urpers, der 
Kreis mit dem Radius liK befindet. Dieser Kreis hab« Kuni Parallelogramm 
EFUK das Yerhaitnirs m : nj dann hat jeder Dorcbscboitt des Faraboloids zum 
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DlirdisolulUt des Pritn« in ilefselbeo Parallel -Ebene wa <tß desielbe 
Verbaltiiib 

Es sei eine Parallel -Ebene getegl, weldie die Axe des Parabol<dd8 
in L scbneidet und mit - derselben «nen KrelsdorehsdinHt bildet, der den 
Radins LM bat, in dem Prisma aber das ParalleiognMniD MPQ begrenst, 
80 ist aaeh 

LSPmNOPQ = min. 
Nacb dem Geseti der Parabel Ist 

KB^ xLUV ^ AB .AL. 
Es Ist aber avcb das Parallelogramm EBUF gleicbwinklig mit NOPQ, abo 
BGHFiNOPQ = EG.GH:NO.OP = EG: NO 

Datier ist aacb 

BGHF'.mPQ = KB^n:LM\ 
Alles ftbrige ergiebt sich wie vorhin, and man sieht, daJb alle Parallel- 
schnitte des Parabololds audi jenamt der Eb«ie yä^^ m dm Schnitten awis<^en 
den erweiterten Fliehen des Prismas flbendl das Verhiltnib m : n haben. 

Es Mfst .sieh daher auch Jeder ParaboIoldi^tQmpf . nadi dieser Regel 
ansmessen. 

Somit seigt sich die Form 

P^ iA{i31-{-G-^K) 

uls über dus gaiii^e Gtbiet der Elenientnrstei'cometrie .sich ausduhnend, und ist 
auch innerhalb dieses Gebitaa zu erweisen. 

Dieses Umstandes wegen und wegen der in der BeweisfQbrung enl- 
halteiieii Fropurtionulilat (in gewissen Fällen noch Gleichheil) runder und 
ebenflächigor Körper, glaube ich, dafs diese iMttliieilung den Liebhabern der 
Malbematitt nicht flberflüssig scheinen wird. *) 

ßerlin im November 1852. 



^ In dtuk «rwihnten Lehrbncbe icl aaeh die Aawendung derForaid mT Rolatioiis- 

körper einnr H^-perbcI um din Qner-Axo derselben bewiesen. Errichtet man nämlich 
zwischen den Ebenen aß uiul yd, aufscr dem runden Körper, ein i'risma und eine Pyra- 
mide Nun gleicher Grundfläche und Höhe neben einander; so hnt die Summe ihrer 
Ihirchschnitie xnn Durchschnitt des runden Körpen b jeder Paraild- Ebene dasselbe 
Verhällnifs. 
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19. 

Einige Andeatungen über ein neues Coordinaten- 
system und Anwendung desselben auf die Aufgabe: 
yjhk einen gegebenen Kegelschnitt ein Dreieclt zu 
besehreiben, dessen drei Seiten dureh drei gegebene 

Pnnete gehen.^' 

(Vom Herrn Auiertm, Notar zu Mfilbeim bei Cdln a. R.) 



I. 

w enn die Axeo, auf welche sich die Glfflchon^ der Kegelschnilie 
besieht, so angeoommen werden^ dars die erste Axe mit den heidcn Tan^ 
yeftten der Cnrve in den beiden Durchsclmittspnncten der zweiten Axe mit 
der Corve paraUei iat, ist die Gleichung des Kegelschnitts: 

In dieser Gleiehang sind r and a die ^eciproken Warthe der Ordinaten der 
DnrdisehniUspuncfe der Cnrve mit der s weifen Axe« and c ist irgend eine 
Constante, deren Bedeoinng sich mit Rflcksieht aaf eine gegebene Cnrve leicht 
nachweisen ISUit. 

Die obige Gidchong Ifl&l sich auch wie folgt schreiben: 

und hieraus erhalt man, wenn nur AbkOrinng ' 

(1.) 1=J3L = r und ±=^L = ic 

geseist wird, der Axenbestimmaog gemib: 

(3.) tw-^-e = 0 
fttr die Gleidiung der Kc^schnilte. 

2. 

Die vorbin eingeführlon Gröfsen r und w oignen sich aber eben so 
wohl zur BeslitnaiuDg der Lage eines Puncis, wie die gewöhnlichen Coor- 
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diDatoa ai uad y, aas weloben sie mitleb der GldeksDgeo (i.) leicht abge- 
leitet werden können; ao wie nmgekelirt ^ und y ans v und 

Die geonetrisdie Bedenlnng der neuen Coordinaten p und w ergiebl 
sidi anf folgende Weise. Es sei a irgend ein Punct, dessen Coordinaten zu 
bestimmen sind and F vnd IF (Taf. IX. Fig. 1.) seien swei feste Ponete anf 
der Aze der Y, deren reeiprobe Ordioaleowerthe r und # sind. Ziebt man 
dann von V nnd W zwei Gerade dureb den Pnnct a, welche die Axe der X in 

9\ w* schneiden, so dnd des Panels a Coordinaten v = -rr u<mI «>s=:-— -. 

Alf Ate' 
Jede Gleichung ersten Graden zwischen v und iv stellt eine gerade 
Linie und jede Gleichung zweiten Grades einen Kegelschmll vor, der aber, 
wie bei den gewühnlichon Coordinaten, imaginär werden, oder auch in ein 
System aweier Geraden fibergehen kann. 

So stellen, um einige Beispiele anzuführen, von denen wir in der 
l'olge Gehrauch machen werden, die Gleichungen 

r:i) w — w' = 0 und v — v' -=- 0 
zwei Gerade vor, welche durch IF und hezieiiuiigsweise durch F gehen; 

(4.) m; — c = 0 

ist die Axe der X und 

(5) 



und w-\-nn' --, «' 

stellen zwei Geraden vor, welche sich in demselben Puncte der Axe der 1' und 
für m=l in einem Punclc dieser Axe schneiden, welcher der vierte, dem A 
zugeordnete harmotmche Theiiungspuact zü A, V und W ist (Fig. l.j. 
Endlich sind 

w — w'ym{v — v') = 0 
und (p' — v") w4-(w" — w') v -f- w/ o" — v' w" = 0 
»wei Gerade, deren erste durch den Punct gehl, dessen Coordinaten v~v' 
und ws=u/ dnd, die zweite durch die beiden Puncte, deren Coordinaten 



(60 



P M und I*' "„1 sind. 



Alles Dieses bedarf keines besondern Nachweises. Mon sieht es un- 
mittelbar, wenn man für r und w ihre Werihe aus den GJeiciiungen (1.) in 
X und y setzt; wo dann die Gleichung in der Form sich zeigt, in welcher 
man sie gewöhnlich helräciitet. Auch liefse es sich leicht aus der Natur der' 

82« 
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gewAhnlicbeii Goordiiwteii aUeitoiu Die wmu Coordinalcn scheineD aber fdr 
eine gewiss« Art toh Attfgabeii, naitfentUdi fflr aolehe, deren ConalradioB 
sieh bU^s mUUia dtt IMumht aasfflhren tflfsl, manchen Vorzug vor den ge- 
wöhnlichen zu haben; wenigstens habe ich gefunden, dnfs die SchwIerigkelteUf 
welche solche Aufgaben bei Zugrundelegung der allen Coordinatcn vcrnrsachen, 
durch die neuen Coordinaten grüfstentbeils verschwinden. Icä bin z. B. , was 
mir durch .Anwendung der alten Coordinaten nicht gelingen wollte, zu der 
Auflösung der von Herrn Professor Ste'mer irgendwo gestellten Aufgnbe und 
ihrer analogen: „Die Durcliäclinittspuncle einer Geraden mit einem Kegel- 
schnitte, von welchem blofs 5 Puticfe gegeben sind, zu üadcn; " so wie zu 
den Reweisen der von demselben jungst in diesem Journal mitgetheillen geo- 
metrischen Lehrsätze, wenigstens der meisten derselben und ihrer <ni flogen, 
durch Anwendung der neuen Coordinaten, mit Leichtigkeit gelangt. Dadurch 
drfingte sich mir die Vermuthung auf, und ich wage dieselbe hier auszusprechen : 
dafs man, wenn die rechtea Kräfte sicli dieser Methode bemeistern wolllen, 
zu neuen Resultaten in der Geometrie gelangen wflrde; ähnlich denjenigen, 
um w^che die Analytiker die Syntheliker der nenem Sahnle ao oft so be- 
neiden Gclegeoheil haben. Es wire vidleicht ein Fortachritt, wenn die Ana- 
nidit nnr der neuem Synthese folgen, sondern ihr ▼oraneilen lehrte, und 
wenlB 80 die Kunst der Synthese, in die analytische Form gebracht, zu grö- 
Ibenn Gemeingate erhoben wOrde; wosu der Herr Professor Plückar in Bonn, 
in seinen analytischen Entwicklungen, so scbBtabare Beitrage geliefert hat. 
Ich werde vieileiidit in der Folge Geli^enh«! finden, diese Methode in diesem 
Jonmai oAher an entwickeln, and dann an neigen, wie darin das Princip der 
Rseiprocitäl eine neue Begrflndang fiqdet FOr jetat begnüge iA mich, sie 
auf die AuflOspng der in der Oberachrift angegebenen Aussähe nnaowenden. . 

3. 

tVOVs (Fig. 3.) ist die gegebene Curve. Der leichtern CoDStracUon 
wegen ist ein Kreis gezeichnet; aber alles Folgende ist auch auf jeden Kegel- 
schnitt anwendbar, a, b, c sind die drei gegebenen Pnncte, durch welche drei 

Oreieckssciten gehen sollen. 

Man lege durch belif hi^-f» zwei der drei gesehenen Funde, z. H. durch 
a und 6, eine Gerade und nehme dieselbe zur Axc der X an, iu.^liiinne dann 
die zweite Axe AfV, welche die erste in A schneidet, so, dals sie den Uo- 
dinguugen (§. 1.) genüge, setze die reciproken Wcrthe von yli' und AJV 
(V und ly sind die Durohächnillspuncle der Curve mit der zweiten Axe) 
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beiiebiiiigsweiae' s=r vad ^9, wo erfadt man nach (S* 1.) für die Gleiohang 
der Cirve: 

tw-f 0 » 0 C^). 
Nimmt man non aaf dem Kegelschnitte einen Ponct X an, dessen Coor- 
dinaten v' und w' seiii mögen, rielit die beiden Geraden ka und Xb, welche 
die Curve in r und « schneiden, nMnt die Coordinaten der Pancte tt ond i, 
welche auf der Axe der X liegen , deren Gleichung w — v — Oisi^ w und 
beiiehDogsweiae m\ so erhalt man fflr die Linien la und die Gleiohnngen 

und weBD tnr Abkttming 

gesetst wird, die Gleichnngeo 

(8.) = 0 ond »— •ff'4-ii<'(© — i/) a= 0. 

Es tieften sieh nnn durch Verbindung dieser Gieichnngen mit der Glei- 
chung der Curve (3.) direcl die Onrchschnitts|Hinete r und » der Linien (8.) 
mit der Curve, und darnach die Gerade r» bestimmai. Wir gelangen aber 
dann tndk auf foigende Waise. 

V 

4. 

Für das System der beiden Geraden (B.) tindet sich 

{w — w'-\-m(v — v')}{w^w'-^m\v — v')} = 0, 
oder, wenn man entwickelt, und erwflgt, defs der Punet auf der 

Curve (ßO liegt und dafii folglich rV-f c = 0 ist: 

C90 iii?+(«+«i>w-(8M.'-.fiS±;??^)ir+W»« 

Multiplicirl man die Gldchung der Onrve vw^c=sO mit einem unbestimmten 
Co^fflieiealen ß und' addirt das Prodnet n der Gleichung (9.), so ergieht sich: 

CIO.} i»'+(»+i»'+^)wi»--(2ii»'— i2i^Jli^)tD+««V 
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Diese Gleichnng steUt im Allgemeliiea einen Kegelsclmitt* vor, der iuNtk 
die DurdiscbnillspuBde des Llniensyslems (9.) mit der Curve (2.) gellt und . 
weder mit den Liniensystenie noeh.nit der Gnrve andere Pnnttte gemein liat; 
wie solches aus bekannten Grandsfllsen folgt. 

Bei gehöriger Beslimmnng von fi Itann aber die Gleichung (10.) aucb 
ein Syslein zweier Geraden vorstellen, und iwar fflr /*=:0 das Syslem der 
beiden Geraden (8.); wie es sich versteht. Wenn aber fi nicht =^0 ist und 
man also das Syslem der beiden Linien (8.) aasscbliefst, kann durch (8.) 
kein nnderos Liniensysicm vor^esfelll werden, als dasjenige, welches durch die 
Taugente im Funde {c\w') und durch die Linie rs gebildet wird. 

• * 

5. 

Die Tangente in einem gegebenen Puncle (v^^ uf) an der Curve, I[tnn 
man auf die bekannte Weise bestimmen« indem man Annimmt, dalb sie durch 
swei numiltelbar aufeinanderfolgende Puncle der Curve gehe, die bis nnm 
Znsammenfatlen sich nfthern. Dann mufs man, wie bei den gewöhnlichen Co- 
ordinaten, um die 'Gleichung der Tangente .au bekommen, in der allgemeinen 
Gleichung der durch den Puuct {v\ w'} gebenden Geraden, te— p')=0, 
den Coiffidenten a dem negativen Warthe der AMeUmng von w' und v' gleich 

die' uf 

seinen. Aus dem Differential von inV-f« — 0 erhtlt man -^ss— 
also ist <i = -^, und demnach ist die Gleichung der Tangente, wenn man 

erwSgt, dafs tf V -f i; = 0 ist : 

e'i9-f le'e-f 0. 
Diese Gleichung lifst sich aber anch direct linden. Nftrtlidi die Glei- 
chungen der beiden Geraden, welche durch den PnncI (i/« w*) und durch den 
Puncl. W einerseits und den Pnnct V anderseits gebmi, sind: 

m-^u>* ^ 0 und e — r' = 0. 
Dies giebt durch Multlplication das Syslem der beiden Linien 

und wenn man hieven die GNiehung der Curve vi0-|-c = O abalehl, und be- 
rttdisichtigt, dafs w'v'^esssO Ist, so loMl mnn fflr die Gleichung der Tan- 
gente im Puncle (vV), wie oben: 
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6. 

Es sei jelst 

w^m-{h = 0 

die Gleiehuog der Linie r; so erfaill mao fSr das Lloiensystom, welclies noch 
«Hier Aassclilieftnng der Linien (8.) durch die Gleichang (10.) vorgestelU 
werden kenn: 

und wenn man diese Gleichung entwickelt nnd der Gteichnng (10.) identisch 
gleichselnl, nur Besämmnng 'von « nnd h: 

a= ^ und 6 = -J!!li^, 

mm'c mm 

Demnach ist die Gleichung der Linie r»: 

tnm 'i'r w'w , j Q 

und wenn man wieder fürm ond rn ihre Wcrlhc aus den Gleichungen (7.) seist: 

(11.) («(«»^-tt»') ! -f(<^(w> + '^') — <^"'-f 

- c | n)-f «>';(p-f »i?) — 2»n>'-f 0} = 0. 

In dieser Gleichung hedeulen v und w die laafenden Coordinalen; die be- 
sondere Form wurde aber mit Räciisicht auf das Folgende gewählt. 

SoU die Gerade r«, wie es die Aufgabe «rforderl, durch den i^unct r 
gehen, dessen Coordinaten t/',w" sein mdgeo, so mufs die Gleichung (11.) 
befriedigt werden , wenn man in derselben v = v" und w = w" setzt. Dann 

erfflllen aber auch die Coordinalen v', w' folgende Gleichung, welche man er- 
hält, wenn man in der Gleichung (^1.) w'=sw und b' — v, ferner w = w" 
und v=:x!" setzt, nfimlich: 

(la.) (c (w + »') 1 mv'w" — ce") w, |- (<? ( jo -j- n>'} + nto'v" ~ cto") v 
-^c{in-r i^" + «^") - 2»n)' f 2€\ - 0. 
Diese Gleichung aeigt, dafs der Puncl l, dessen Coordinaten to' und v' 
genannt wurden und welcher die der Linie ab gegenüber liegende Spitze 
des gesuchten Dreiecks bildet, auf einer Geraden liegt, welche durch (12.) 
vorgestellt wird. Da nun der Puncl ). auch auf der Cnrce liegt und dem- 
nach durch den Durchschnslt (ierselben mif dnr Geraden (12.) bestimmt wird, 
si> eriiäit man im Allgemeineii für Ä eine iUippelte Hestimmun<T- Ks giebt 
daher auch %to^ Dreiecke, welche der Aufgabe ^^f'^lJ^o^. welciie aber auch 
beide imaginär werden könn^ wenn die Linie (1^0 <li^ Curve nicht schneidet; 
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oder die Id Eins ansaimiien Mlen kflnneii, wenn die Linie (12.) eine Tan- 
gente an die Curve ist 

7. * 

Es bleibt jeUt nur. noch die CoMinsu^um der Linie (12.) übrig. Es 
mag dieselbe durch awei Puncto, und nwar durch die Dnrchachnitlspuncle mit 
den Axen der X und F bestimmt werd^; welche Dnnsbsehnittspnncle in (Fig. 2.) 
mit fi und r beaeicbnet sind. 

Um den Ponct ii, den Ourchscbnilfspuncl der Linie mil der Axe der X, 
XU linden, ist in der Gleidiung (12.) v — ufwi setsen; was 

c(2n>«>+2c-(n)-fn)')(rHu/')) . . 
^^"^^ — (B)n)'-c){t/'+«;")+2c(«»+»') 

Dieser Aosdrnoli ist ziemlich compllcirt and scheint zu einer einfachen 
Cuustruction wenig passend. Indessen ist zu bemerken, dafs in demselben die 
Gröfsen v" und w" , ourser in der Summe v"\w'\ nicht vveiler vorkommen. 
Daraus folgt, dafs w unverändert bleibt, so lange m>"4-»" denselben Werlb 
behält, wie sich auch son?t Her Werth der Gröfsen uj" und v" ändern möge; 
das heifst geometrlscli : «u lange der Punct c auf der Geraden tr-| r — i//'^ v" 
bleibt. Diese (jeitide geiit ober durch den Punct c, dessen Coonlinalen i?" 
und u;" sind, und sciineidel die Axe 1" in dem vierten, zugeordneten har- 
monischen Thcilungäpunctc zu A, V und VV; wie Dies schon oben (in §. 2. 
Gleichungen 5.) angedeutet wurde; der DurchscbDiUspunct unserer Linie mit 
der Axe Y ist in (Fig. 2.) mit h bezeichnet. 

Es sei jetzt /?.der Durcbscbnitlspunct der Linie eh mit der Curve, 
und die Anfgalie sei: In die Cnnre ein Dreiecb an legen, dessen drei Seilen 
durch ßi a und b geben: so liegen, wie leicht an sehen, die Spitxen der 
beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe genflgen, in den aweiten 
Durchscbnittspunclen der Linien kß und aß mit der Curve, nemlidi in den 
Puncten y und It (Pig3.). Verbindet man nun und durch eine Gerade fd, 
so schneidet ,diese die Axe X, wie nachgewiesen, in demselben Puncto, wie 
'die durch die Gleicbnng (12.) dargeslellle Gerade^ Der Durchschnitt dieser 
Geraden mit der Axe X, oder der Punct ft, bt also gefonden. 

Es bleibt Jetat noch flbrig, den Dnrdisehnitt der Geraden (12.) mit der 
Axe Y, oder den Punct v zu finden. 

Man ziehe Wa und Wb, ,weiche die Curve in n und m schneiden, 
steile sich die Linie Vm geaogen vor und setze ffir die Gleichung dieser Linie: 
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Dann geht die Linie mn durch die DorcbsohniUspuncte des Liniensystens 
>Fa und r«i mit der Cnrve. Die Gleichungen dieser Linien sind uf — » = 0 
tmd e — v'csO; fflr die Gleicbung des Liniensystems erhAU msn also: 

Entwickelt oen diese Gleicbnng, sieht sie von der Gteichong der Carve 
mo-\-€ — 0 ab, und erwogt, dafs o' und vo' die Coordinaten des auf der 
Cnrve liegenden Pnnctes m ^nd, dafs also oV-j-« = 0 ist, so erhflit man 

(14.) — = 

fit die Gleichnng der Geraden hms. 

Um die Durchschniltspnnete dieser Linie mit den Linien Fi»" und Ve 
an finden, welche Durcbscbniltspnncte in (Fig^ 2.) mit p un^ p' beseidinet 
sind, mnlb man in der Gleichnng (14.) erst v==w" und dann v = t/' setsen. 
Nennt man die bexaglicben der Pnnct« p und p', (= b") and (b'% so er- 
btit man ans der Gleidrang (14.): 

«(»-{-»'; -ftt)n>V = cb' 
und «(»-|- = 
woran» sieh dann auch folgende Gleichungen ergeben: 

und c(» +»') 4- le"). « 
Setit man fOr die Ausdrfldie links in diesen Gleichungen ihre rechts ste- 
henden Werihe in die Gleichung (12.), so erhalt man, nach der Division mit 

, A"— «r" , (u>+wO(i^'-(-»o")— 2»W'+e « 

^ r t,'-^," iz-r" 

Die durch die^e Gleichung dnrsestellto Gerode schneidet aber die Axe Y in 
demselben Funde, wie die durch die Gleichuug 

l," — tc" , t"«" — //i" A . 

dargestellte Gerade, welche mit ihr den Cofifficienlen von v gemein bat; wie 
dieses durch die Gleichung (5.) in (§, 2.) angcdeulel wurde. 

Die letztere Gleichung stellt aber eine Gerade vor, welche durch die 

äwei Punela geht, deren Coordinaten j j \| und |^~^"| 

erstere dieser Poncte liegt im Darchschnitte der Linien l b' und fVw" und 
Ist in der Figur durch ff beneiebnet; der awdte Pnnct ist der auf der Linie mn 

CYelle*i lotraal L i. M. Bd. XLV. H«ft S. 33 
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• 

Ikgende Puncl p'; die Linie qp' giebt also in ihrem Darchschniltspancte oft 
der Axe Y den Panct v oder den DorchsciuiUtspiuiet der Gereden (13.) mit 
der Axe Y. 

Verbindet man nnn die Puncto u und v durch eine Gerade, ao ist es 

k die Gerade (12.). und in ihren Durchschnittspunclen mit der Curve, x und 
liegen die [>eiden SpiUen der nur allein mögUcben Dreiecke, welche die Aaf<- 
gäbe fordert. 

Durch diese Entwickoinnffen ist also die ('otisd uction der Aufgrabe 
(Fig. 2.) ausgeführt. Zu mehrerer Übersichtlichkeil wollen wir nucb die in 
dem Vorhergehenden zerstreut enthaltene Erlilärung der Figur 2. beifügen. 

In (Fig. 2.) ist VVOVst die gegebene Curve, und a, b, c sind die 
drei gegebenen Puncle. Die beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe 
genügen, sind xol und hr». Der Zweck der Aofldsnng war die Bestimmung 
der PoDote x imd X, und hiezn der Puncte fk und y; woraas dann das Weitere 
von' selbst folgt. 

Zu dieser BeslimmuDg ist durch beliebige swei der drei gegebenen 
Pancle, ond swar bier durch a und h, eine Gerade gelegt; V und W sind 
die beiden BerObrungspnncle sweier mit der Geraden ak parallelen TüHgmUm 
an die Curve; k ist der vierte, dem A augeordnele kmrmmmekB Thtilnngs- 
punct VI V, W und Ä, von welchen drei Funden letalerer im Durchschnitt 
der Linien VW und «6 lieft. « 

Die Poncte ß, m, n, y und d liegen auf der Curve und sind die be- 
aieUicben Durchschnitte derselben mit den Geraden : ch{ß)\ Wb{tn)'^ Wa{n)\ 
aß(<i) und bi3(y). Die Puncle fi und w" auf der Geraden ab sind die be~ 
ciehlicben Durchschnitte derselben mit den Geraden und fVc(w"). 

Die Poncte // und p' auf der Geroden mn sind die Durchschnittspuncle der- 
selben mil den Geraden Vw' (p) und TVf//). h' , auf der Geraden ab, ist 
der I)iirch<( Iitiill derselben mil der Geraden iVp. q, auf der Linie Wc{w'\ 
ist der Dutchbcbnilt derselben mit der (Geraden Vh' : v liogl im Durchschnitte 
der Linien VW und (j//; r. und ?. endlich liegcri im Dujclischnitle der Curve 
mit der Geraden ^w, und da .u und v voriiin bestimml sind, so ist hiermit 
die Aufgabe gelösel. 

Für die Aufgabe: „Uro einen beliebigen, gegebenen Kegelschnitt ein 
Dreieck z\x beschreiben, dessen drei Winkelspitzcn aut drei gegebenen Ge- 
raden liegen," findet eine, ganz ähnliche Aullusung Statt. 

HOibeim am Rhein, am 16. October 1852. 
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«0. 

Mathematische Miszellen. 

(YoD Herrn Dr. ScheWtttch, Prof. der Math, za Berlin.) 

. .. « 

Das Folgeode wird eine Sammlung matbcinaliscbor Gedaiiken utiü ße- 
obachtangen enthalten, die sich mir während einer längern Reihe von Jahren 
bei meinen Vorträgen aufgedrängt haben. Wim ht bauptsfieblicb den bestimmt, 
anderen Lebrern der Halhematik bei ibren Voriesnngen öenseibeii Nntsen bv 
gewähren, den sie mir gebraebt bat. 



Wo. I. 

Über die Bewegung eines Puncts, der von einem festen Puncte 

imgeKogen wird. 

Die Entfernung r des beweglichen Puncls P von dem festen Puncl O, 
der som Anlangspancl der rechtwink^gen Goordinaten x und y genommen 
werden mag, bilde mit der Absdssen-Aze den Winkel 9. Der j^acbs an 
Oasebwindigkeit , weteben der Punct P wibrend einer Seconde erßdirl, wenn 
er sieb in der Entfemang r von O befindet, sei eine Function R vom Radin» 
veetor r. Die Bewegung des Pnncis P wird dann dnreb folgende swei Glei* 
ebnngen bestimmt: 

Bezeichnet man die DiiTcreuliationen nach dem Bugen s der durch- 
iaufeoen Bahn durch Accente, setzt also ^ = o?', -gp- =s jp" u, s. w., so 
lassen siob diese Gleicbnngen in die beiden: 

(2.) /i"-£y'=2|il, 

▼«fwandeln. 

Nennt man ^ den KrOmnrangsbalbmesser der Babn, so Ist 

(3.) a^f-y'x" = |, 

33* 
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und ffir 

(4.) xy'-yaf = J 

wird 

(60 aff-f^=J» 
Elinioirl man ent f, denn I" aus links (1. und 3.)« » «'l^Alt man die bei- 
dea Gleichungen 

(^•^ 7 ^ -TT' 

j = — ;r-i 

deren Quolieni y = ^ Si«^^ von weldier Gleichung 

I' = aJ 

das Integral ist, indem ä die Integrattonseonttante beseiehneL 

Mail [iat nun noch die öleicbnngcn 

zu berOclisichtigen. Die Summe der Quadrate der Gleichungen (4.) und 
xx'-i- yy' = rr' giebt r- = woraus sich, mit ROcksicbt auf die letale 

der Gleichungen (8.) J = r^(f ', also . 

ergiebl. ' Setat man nun den ffir I' geAndenen Werth in C^Oi ^ erhalt man 

(10.) i = a^ür . 

Werden ^ durch n und die Differentiale na<A dem Winket 9 durch 

Accente b'eaeicbnet, so ist der einfiiehste Ansdmck fflr den Krammnngshaib- 
messer einer ebenen Cnrve, der auch mit Natsen in die LehrbOcber aufge- 
sommen werdmi könnte: 

Da hier / für ^ geseilt worden bt und in (9.) 9' den Dliferenfial- 

(]uutienlen ~ bedeutet, so verwauilell äich durch diesen Werth von ^ die 
Gleichung (10.) in 

(12.) u"^tt = aVR; 
welches die DiflereatialgleichuDg der Bahn des Poncts P ist. 
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pittM GUidrauf Iftbl sidi inttgrlrea« wenB x. B. ü von der Form 

r' ' r* 

Ist, wo « eine Conslnnle und </> eine Function des Winkels q> bedeuiet. Man 
hat aAmlich io diesem Falle nur die lineare Gleichung 

(13.) «"-{-(1 — a'«)tt = 
SU beitaoddo, deren lolegral fftr i'^aa^^ß* die Form 

(14.) u == = ~\sn)ßff^<t» cos ß<p8(p— cos ^(fJ^f^sAnß^d^^ 

bat und hf knnntlich für ein imaginäres ji eine andere Gestalt annimmt. Die 
CoDSianten der Integration sind ^ and ^. Verwandelt sich 4» blofs in eine 
Constante b, so erhält man aus (14.): 

(lö.) .l = ^+ycOS(l?+/Jy), , 

welche Gleichung encilicii iur a=0, also /i=l, In 

(160 y a^Ä-j-yco9(a+v>) 

flbergehl und «Den K§^dMI$iitt darstellt, dessen Brennpunet der feste an- 
liehende Pimct ist. 

Jaeo6i bat in der AbbaodlnDf : ^De mota pnneti singularis** im 34ten 
Bande dieses Joornab dieselbe Aufgabe anf eine eigenthflmlicbe nnd elegante 
Weise behandelt, nbcr er ^[elangl dort nor ZQ dem Satxe, dab das Problem 
raf Quadraturen gebracht werden kann, wenn R eine bomogene Fanction 
«weiten Grades der Coordinaten « nnd y ist, oder wenn es, dn x^rtostp 
nnd yssrsin^» Ist, die Form -p hat. Bei seiner Behandlungsweise konnte 
sidi die oben gefundene Verallgemeinemng des Satnes nicht eq^eben. 

Nimmt man an, es sei 

WO a und b Conslanten bedeuten, so erhält man aus (l^i.}: 

(17.) ii'»"4-(l-äa';ii* = ba\ 
Von dieser Gleichung ist 

das Integral, mit den Inlegralionsconstanten ß und welches hekaunliich, 
iür aa'>>-l, eine andere Gestalt anuimmt. 
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ItH iKe GoDsItnte 0, w ▼erwandeh 'tMi die fOr dtm Pnwl P ge- 
fandene Babn, wenn b positiT iit, in eine Etttfiiu, deren Mitteipnaet 0 du- 
nimnit; denn nan erhAlt dann ans (180 

(19.) ^ - /5f+>^7i^'~AOcos2(y4-y), 

oder, wenn man rcos(y-\-(p) = i und rsin ^'-j-y) = 17 setzt: 

(20.) (ß^^(ß^-ba^)yS^^(ß-^(ß*^h^))^^ = t. 
Fflr die ZüY findet aian durch Hflife der Gleiehaog (9.): f—«^fff, oder 

Mo. II. 

In dieser Nummer werde ich dieselbe Aufgabe noch auf eine andere Weise 
behandeln, welche schneller als die gewöhnlichen Methoden snm Ziele fahrt. 

Beaeichnet man das Differenlilren nach der Zeit i durch Accente, so 
ist s. B., wenn u und v Functionen von / sind: 

(1.) f":" = -^f""- 
Die hier au behandelnden Bewegungsgleichmigen sind: 

Mit Benntsnng der Formel (1.) verwandeln sieb diese Glefcbnngen nnmlltelbar in 

• (2.) {r*sm'(f.(f''j' — r'{r''~\-ms\n2(f.,f'-^0, 
(3.) (r*cos^y.y7-f r^Ct^'-f Ä)sin2y.y' = 0. 
Die Samme derselben giebt 

also 

C4.) r>' = a 
wo e die Constante der Integration ist. 

Setzt man diese konstante in eine der Gleichungen (2.) oder (d.) 
statt r'ifi', so findet sich 

(5.) r"(r^+Jl)— ir« = 0, 

und blenns 
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WO ^ die iwdie LitognilfoiMconBlnile ist Es ist slso 



and mit UOlf« vod (4.) findet oian: 



C7.) ^^cr—--^r. 



Wo* lU. 

Um dasselbe Problem iu) Haiime zu behandeln, hat man, wenn 
j? — rcoso; y = r cosß; «i=rcosy 
gesetzt wird, folgende drei Gleichungen zu integriren: 

(1.) ^+Äcosa=;Oi |jf+lioos/9=*0; ^+llco«y = a 

Stellen in C^ ig- 1- Taf. VIII.) SX, SY, SZ die drei auf einander 
seukrechteo Coordinaten-Axeo vor, P den angezogenen Pooct, and die übrigen 
krnnnon Linien Bogen grl^fster Kreise, welelie anf einer mit dem Radios SP 
constmirteo Kogel liegen: femer PSA die Ebene der Babn des PnncIsP, und 
Pi einen' in dieser Ebene um von P abstehenden Pnnct, so geben die 
sphäriscben Dreieclie APX, APY, APß und die drei entsprecbeoden APgX, 
.APtY, AP,Bi die Gleicbongen 

Iooso = cos9^oos0»siBKsintfeost, 
eoBß s= cosr8in0-|-siiiycosdcosl, 
cos/*= sinysini, 

cos Ol SS sln«^cos0 -|- eosy sin ^cos», 
eosßi^ sinysin 0— cosyoostfcost, 
CQS/i= — eosvsint. 

Aas der Somme der Qoadrate der entsprechenden Gteichuugen erhilt man 

j cos' c -f cos' «, = 1 — sitt' ^ sin'f , . 
(4.) cos'/!? + coi-ß^ = 1 — cos'flsin'i, 
(cos'y-f cos'y, =Ä sin'«. 
Diese 9 Gleichnngen, in denen nur 0 and t constant sind, geben 
(5.) dcosa = — cosaicv; c cos /9= —cos ocosy = — cosy,( i', 
(6.) 5cos'a= — ^cos'aij öco8^/3 = — Öcos'/3i; Boos'y— \-dcQ3'yi. 



(3.) 
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Die Gleidumgeo 0*) venmiadein sieb also dorch die Traosfernation (l.N. II.) hi 

(a(r=£^)+r>(|;i + B)e.co,> = 0, 
oder, wenn man (5. nnd 6.) benutst, in- 

i c(r-|^ cos «i) = '^(||T-fÄ)c.cos'«i, 
c(r^^cos^.y ^ h(|^-[-ä)o.cos»A. 

Da cos*ai+co8'/9t-f coa'/jssl ist, so giebt die Addition dieser drei Glei- 
chungen, gann wie oben: 

nnd dnrdi Einf&brnng dieses Werths in eine der Gleiebnngen (9.): 

Äo. IV. 

Eine ähnliche Anwendung findel die Transformalinn (1.) in (II.) auch 
hei folj^endcr Aufgabe, weiche Jacobi ebenfalls in^der oben erwAhnleo Ab- 
handlung löset. 

Es sei nninlich ein Punct A, in (Fig. 2.) gezwungen, sich auf einer Um- 
drchiinusflSche zu bewegen, von welcher ZAB eine Meridiancarve ist. Die 
Kraft, welche ihn angreift, niöpc nur in der Meridian - Ebene w^irken; ihre 
Componente JZ-y^ welche senkrecht «jegen die Umdrehungs - Axe OZ gerichtet 
ist, sei X; die andere AF, parallel mit dieser Axe, heifse Y. Jitile mögen 
Functionen der Enlfeniung A(ß oder CO -^x von der Axe sein. 

Die Coordinatcn des Puncto A siud« wie es die Figur i^eigt, 

oz;=s^ DC=ri, ca=y. 

Die Richtung des Widerstandes l, welchen die Flfiohe an leisten bat, fAlil 
ebenfalls gans in die JferldHm- Ebene. Stellt d# das Bogen -fiienMirt der 
Meridiaacnrve vor, so Ist die senkrecht gegen die Axe geriebtete Conponenle 
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des Widerslandes i.-^ uud die mit ihr parallele — Ätt— • Es ist hier ^~ mil* 

OS ds ds 

ne<^allvem Zeichen genommen, da vorausgesetzt wird, dafs der Bogen wfichst, 

wenn y abnifiauL Bildet nun die Meridian -Ebene mit der festen El ono ZtOX 

den Winkel <p, so sind die Gleichungen der Bewegung offenbar folgende: 

(10 ^ = (x+»f)««,, 

(2.) ^^(i+i|:)8U.y, . . 



Es ist aber 



I s= xemtp und 17 = xsin^); 

datier giebl die l^orniel (1. in No. II.) statt (1. und 2.) die beiden (iieiciiungen 

(4.) ö(*'|^8ln9)+x>(|f-Ar-Ä|:)ö.cot> = 0 «Hl 
(5.) ö(^|cosy) - F-A^>.8iii^y 0, 
durch deren Addition man ^{^^^) =0 and hieraus 

(6.) = c 

erhält. Dnrch EmfQhraDg der CoDsUiDten c in eine der Gfeiduingen (4. oder 5.) 
ergiebl sich dann; 

Die beidun zur weiteren Lösung der Aufgabe erforderlichen Gleichungen sind 
also jetzt 



(7) 



Das Auftreten des Gliedes in der ersten dieser Gleichungen, welches 

hier uBnz natiir<^i ui ifs sich zeigt, ist Jacohi so auffallend erschieueUi daCs er 
darüber tolgendea bewunderen Satx aufstellt: 

Crelle's Journal f. d. MbUi. Bd. XLV. Heft 3. 34 
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PropositiQ 1. 

yPnnclum, quoll In ilala superficie refofaHooe genfta inoTwl dabet, vi 
soffidlelor in piano Meridianl diraata et a sola posilione puncli in ipso Meri- 
^diano pendente: revbcarl polejit motos proposilas ad moliun ptudl in earva 
nierldiana, acoedaota ad vim aollicüantaai alia'qnaa axi perpandicolaris et 
cttbo dislantiae pnDcÜ ab axa inTane praportionalia est.** 

' Mulliplicirl man die ersle der (iieicbungeu (7.) mit die, die zweite 
mit dy und addirt beide Producte, so erhilt man 

* (8.) ^-^^W^yav _ j^Q^^ Ydy-j-'-^' 

Ist V die Geschwindigkeit des bewegten Puncts, also f = und inlegrirt 
man (8.), uachdem mit 2 miiltipUoirk worden, so erhält mau 

(9.) ^^t^^ißxd^t^Tdy)^^, 

wenn die zweite Constante nach der Inlegratioo hiazugefflgt wird. 

Wftebst der Bogen mH dar ZeU, 00 folgt bierana 

— dx 



nnd da 0^=— |- ist, «ttob sogieich: 



9 =«/— 



Aas der Gleiehung der Meridiancorve f(x,y) = 0 müssen die Werthe 
^ nnd Qj, genommen werden. Das Weitere über diese und ähnliche Auf* 
gaben wird man bei Jaeobi a. a. 0. mit vieles Nutzen stndiren. . 
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V. 

über den Krümmuugakreis. 

Jeder Lehrer der Mathematik., der dvreh eioea Ifiageren Verkehr mit 
seineii Sehdem GdegenheU hat, die Wirkung seiner VorMge tu sehen, 
^itnd der ingleich auch den EioHnfs anderer Docenten hevrtheilen mag, 
weift mit aiemlicher Sicherheit, dab von den Sludhreaden kann der dritte 
Theii sdhst die einfacheren VerBtellnngen, wie die vom Haaft der Krta- 
nnng der Cnrren, anfonga richtig aaffafat, sondern erst nach längerer 
Arheit nnd Anstrengung die Unklarheit seiner ersten Ansichten n Ulnlem 
vermag. Namentlich hei den Formeln, welche die GröÄe nnd Lage det 
KrOmmnngskretses hestimmen, hin ich hinlig der Vorstelinng begegnet, ds oh 
diese Formeln auf eine gewisse allgemeioe Weise von der Form der FnncUon 
ahbingcn, durch welche die unlersuchle Curve dargestellt wird. Ich bin daher 
yernnlafst worden, diese Formeln fOr endliche Differenzen zu berechnen, 
und iheile die Rechnung hier mit, weil sie zu denselbmi Ansdrflcken ftUirt, 
wie die sind, welche mit IlOlfe der Differentialrechnung gewonnen werden. 

Die Aufgiibe ist also; Hen Radius (j und die Coardinritcn rj, t eines 
Kreises zu suchen, welcher durch drei Puncle geht, deren Coordinateo y, Zf 
Ttf «i; V;, sind. 

Bezeichnet aiaa, wie gewohnücti, — x- durch Jx und Xi — ar^ durch Jxi^ 
so wie Jxi — durch J^x etc., so ist, wenn x', y', z' die laufenden Coordina- 
ten sind, die Gleichung der Ebene, welche durch die drei gegebenen Puncto geht: 
(x' — X,} {Jy J^z — JzJ'y)-\- (/ — >-,) [Jz J'x — JxJ'z) 
■j-{z''-z^){JxJ'y — JyJ'x) = 0. 

Setzt man 

i~'Xi = U, y, = r, ^ — Zi = W, 

so haben die vier Gröben u, w, {f offenbar folgenden vier Gleichungen 
an enispredien: 

(1.) u{JyJ'»—j9J'p-\-v{JiJ^x~'JxJ'z)-\'w(Jx^y^JyJ^x) = 0, 
(2.) (II + Jxf 4- (r 4- Jyf 4- {w -f Jzf = q\ 
(3.) II* + 1^ + «»^ = p», 

(4.) («- (V -Jy,f-\ {w-Jz,f = q\ 

Man nehme jetzt au, die Entfernung zwischen dem ersten und zweiten 
Fnacte sei der swischen dem zweiten und dritten gleich, so dafs also, wenn 

34* 
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iMn diese BotferoDiigen dorcli ^/t and ^«i beieieliiittl, 

isly oder, was dasselbe ist: 

(6.) 2{JxJ'x \ .ly iW^ JzJz^-yJ'x'-\ jy^-J'z' = 0. 

Zieht man von der Gleichuug (2.j und dann von der Gleichung (4.J, die (3.) ab, 

do iileibl 

(7 ) 2(tt./x -f f^v -7- w^^s ) -}- = 0, 

(8.) 2 (M Jx, -f r^/y, -|- if ^«J — ^tj = 0. 

Die Differeus dieser beiden Gieicban^en ^ebt 

(9.) a= ^e^. 

Die GieiefauDg (1.) wird befriedigt, wenn man «nDimmt, es sei A ein unbe- 
stimmter CoSflieieDl und 

n^kd^it, o^lJ*y, w^lJ*». 
Setit man aber diese Werihe für u, Vj w in (7.) aod bennttt (6.)* so erhill 
man, gans eben so wie wenn sie in (9.) gesetzt werden: 

(10. XiJ'se'+jy-^-M') = Jt". 
Die Sabelitntion derselben Wertbe in (3.) giebt aber 

(11.) i'(j'xM-^y-f ^s^) = (f\ 

also, wenn man (11.) durch (10.) dividirt« 

Daher erhsll man endlich 

and 

Ich kann niciit verhehlen, dafs ich etwas überrascbl war, die bekannten 
Formefai 

and 

fflr endliche Differenzen güUig zu linden. 
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VI. 

über den krüuiiuuu<rsiiatbuiesser. 

(Fortsetzung.) i 

Schon in der ersten Nommer dieser Misielfen bette ieb Gelegenheit, 
eines Ausdrucks fflr den Krflmmungshnibniesser na gedenken, der öfters nfltsKdi 
werden kapo und den ich jetzt entwickehi will. 

Der Radtiisvector 0 J = r der Curve KF bilde in (Fig. 3 ) mit der 

Abscissen- Axe OK den Winkel (p. Auf die Tangenle AB= r des Puncls 

A ist das Lolh 0B = p gefället, und dieselbe Construction ist für den auf A 

folgenden Punct J, wiederholt. Die Tangente r bildet mit OX den Winkel u), 

und daher schneidet sie auch den Krflmmiin^shnlhmesser MA (> des Puncls^, 

und den des Puncts J, unter dem Winkel ca>. Steht .-IC senkrecht auf OJ,, 

so ist AC = reif . CA, ^ vr, und wenn das Bogen -Element AAi mit is he- 

seicboel wird, so geben die ähnlichen Dreiecke AA^C und AOB die Gleichung 

• ö* r 

^= . 

Es ist aber j(» = ^, oder wenn man fflr ds seinen Werth setzt: 

rdr 

Da nao der Winkel BAi i^i = a>, — u> = bm ist, so wird 

Der Inhalt des Dreiecks OAA^ ist aber ir'Bfp oder ancb ^pd*, daher ist 

^ — ö* ' 

folglich 

Ci.j ff = 



dt 



Die Vernninssnns; znr Entwicklnnw dieser Formel gnb mir die Erfahrung, 
dofs dnrch die hekann'ini Ausdrücke des K>üTnnninrr^'h:i'!"ii''?scrs für Polar- 
coordinaten, und i nicli für rechtwinklige, die Krümmung der gemeinen Lcmniscate 
von den Schulern nur nach sehr beschwerlichen Rechnungen gefunden wer- 
den konnte und dafs die Schuld wirklich nicht j^nnz ihrer üngeflbtheil zu- 
geschrieben Nverden mufste; wie sieb Jeder durch Anstellung des Versuchs 
überzeugen kann. 
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Dio GMcboiig der gowOluilidiMi LMuriimto 
nimmt fBr P«l«rcoordiiiateii die Form 

an. Bezeichnet man die DiiTerentialc nach (p durch Accente, so crbäU man 

rr' = —a^aiü2^, 

also 

r^r^^r'^r'ir" =Fr'*'' oder *' — ~ 
Die obige Formel (1.) gtobt dalier iOr den KrümmeagshallHDeBBer der Lemniscele; 

rar a*rdr a* 

Seist man -^»«^ so wird y> = r*4-r"<«:-^^-ir^* nnd 

Daher verwandek tieh die Formel (1.) in die folgende: 

weidie ich edion in No. (I.) benntst und ds eine einCidiere als die iiekannten, 
empfohlen habe. 

Mo. ¥11* 

Eine Wirkimg der Schwiingknift. 

Der schwere Punct A ist ati der nicbl schweren geraden Linie HA = / 
(Fig. 4.) befesligl, die sich mit gieichförniiger Winkelgeschwindigkeit w um 
die Axc HX drehl und durch die Schwungkialt des Puncls A um den Winkel 
AUD = a von dcM- Axe entfernt bat. Zerlegt man die Beschleunigung der 
Schwere AG^g in die beiden Componenlcn AF und AR, von denen die 
erete in dw Ricfatvng der Linie UA fAllt und durch deren Befestigung in H auf* ' 
gehoben wird, nnd die sw'eile, »enkreeht gegen BX geriehtete, der Schwungkraft 
daa Gleichgewicht hflit, ao hat man mr Beeliromang des Winkels a die Gleicbnng 

ap'lsina « ytauga. 
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Man «rhdt ans «Bessr Gldebmif ««twetfer 

Sil« 0 oder cos« = -r^- 

Also hat die Liaie UA zwei Gleichgewichtslagen: entweder in der Drehungs- 
Axe selbst, oder, wenn sie sich um den durch die zweite Gleichuug bestimmten 
\^ inkel a von dieser Axe eiilfernl hat. Dieser Wiokel wird aber unmügüch, 
äubaid beiu üuäiuus gröber als 1 oder * 

ur 

t 

ist. Do ie9»a=tHDs=k ist, so giobt die swoito Gleidiuig 

Diese Höhe bis zo woldier sich durch don £kbwQBg am die Axe 
fix die Panote B, C, die an verschieden langen Linien befestigt sind, 
dem Aufhänguogspancte H nähern, hangt also nur von ihrer Winkelgeschwindig- 
keit w ab. Pancte, die in // an Linien befestigt sind, welche die Länge h 
nkhl erreichen, bleiben daher, bei der Drehung der Axc UX, ruhig in dieser 
Axe liMiiireii, während sich die übrigen in eine einzige Ebene CC begeben, 
auf welcher die A\e //-Y senkrecht steht Solche, an kürzeren Linien als HD 
befestigten Puncte liabüu aläu nur eine einzige Gleichgewichtslage, während 
alle, die an Ifin<?eren Linien befestigt sind, deren zwei einnehmen können. 

Tragi die Luxle AU (Fig. 5.J, stall uinor einzigen Masse, in den Puncten 
A und A', zwei Massen m und m\ und ist AH— l und A'H=F, so sind die 
Rodien, welcbo diese Mafsonponcte bei ihrer Drehniig um die ^ze ffXdorcblsDren, 
ADessii^tL and A'iy ^f^a, also die Seiiwongkrlile DB s mu^lüaa and 
H^B'ssm'ie^fsina. Die Componenten der Sdiwere sind thwAE=mfftuiga 
nnd JtSF = iKfgtanga, Die 8|MuuiuBgen AF wd AF* werden dnreh die 
Poitigiteit deo Pnnets H an^jeliolien. Stellt man sieb nnn die paraOelen 
KfifieB0 und B'ff, so wie AE und Ä*^, in der-AxefljD wirkend vor, so 
nflsson sie Uer einander das GIsidigowiebt hallen; es mud also die Glei^Ainig 

HD,DB+air,iyB* » HD.Aß+aiy.A'sr 

oder 

looBa.Mao*lsbia -|- i'coaa.in'tf^rsin« b;b /oosa.aiy laago-)-f eoso.m'^tanga 
oder 

g ml-^m't' 

Statt finden. 
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Auf diese Weise erhdt mtn an^, weon die Linie AH in den Ent- 
fernungen i, V, f*, ... mit den Massenpnneten m', m", . . . besetnt ist, fir 
oosa den allgemeinen Ausdruck 



eosa == 



Sind alle Massen ^^leich ^M ufs und ia n Punclen über die ganze Linie gleich'^ 

förmig verlheilt, so findet sich 

^ >i(<-f-2-f3 + ----|-fi) 3«w(m-|-1) n 

~ ,e''/(l«-f2»-{-3'f •••4-«*) " " + 1) (2m -fl) ~./»c*'2«-f! ' 

Um den Winkel « für den Fall zu finden, wenn All eine gleichrörmig 
schwere Linie ist, bat man nur iu der vorigen Formel n — 'x, zu seUeu, 
was für leosa^HD^h', 

I 

giebt, so dafs also auch in diesem PaUe die Linie A' von der Lftnge der 
Linie I nnabitSngig ist. 

Diese Eigeascbafl der Schwungkraft läfst sich an einer gut constroirlen 
Centrifugalmaschine , wie sie in physicaliscben fiibinetlen vorkommen, leicht 
nachweisen, und bietet so eine nfttslicbe VervoUstindigung diese» Apparats dar. 

Über die Gesetzt des Stofses und die Aiislhifsgcscliwiudigkeil 
des Wassers aus lüeinen Öffnungen. 

Nachdem die Optik mit Hfllfe der Undniattonstheorie bereits einen hoben 
Grad Von Ausbildung erlangt hat nnd daher die Ansicht Aber die Nalnr der 
Materie, welche ilieser Theorie snm Grunde liegt,* mehr und mehr bei den 

Physikern an Geltung gewinnt, scheint es angemessen, diese Theorie auch nur 
Erklärung mögiiobst vieler Thatsachen zu benutzen, um neue PtHfungsmittel 

für sie zu gewinnen und eine gröfsere Einheit in die Auß'assungs weise phy- 
sicaliscber Erscluinungen zu bringen. Ich liaiie daher versucht, die Gesetze des 
Stofses zweier Massentheile und die Formel für die Äimflufsgeschwindigkeit 
des Wassers aus kleinen Öffnungen durch die Molecularhypolhese abzuleiten, und 
glaube, dafs man diesen Bemühungen einige Aufmerksamkeit schenken werde, 
da franz elemenlnre Betrachiuni^s-Arlen und Rechnuntren zu Resultaten führen, 
zu denen man sonst nur auf ziemlich duukeiu W egen gelangt. 
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Wir schtiebeil uns also Iiier an die bekannten Vorst^llangeo an, nach 
welchen ein Molecfll ein Sj/stem sehr vieler Aionie and ein Körper eineVer- 
einigang sehr vieler Molecülen isU die in £nifefnangen von einander gehal- 
ten werden, in denen die gröfslen Dimensionen eines solchen Atomensyatens 
oder Molecüls aufserordenllich oft enthalten sind. Diese Entfernungen von ein- 
ander behniton dirj MolecOlcn durch den Einflufs der Elasticitöt, oder abstofsender 
Krftfte; mit denen sie auch der Annäherung jedes störenden Körpers widerstehen. 

Ich will nun zunächst die ^^'irkun^ zweier solcher Molecülen oder Kör- 
pertheile üuf einander nnlcrsuchen. wenn diis erste A aus m Atomen hesteht 
und in gerader Linie mit der gleichförmigen Geschwindigkeit y forlsciireitel, 
während es von einem zweiten B aus ,u Atomen bestehend, in derselben Linie, 
mit der Geschwindigkeit y verfolgt wird. 

ü B'B" AA' A" 

bt y gröfser als ff, so wird die Enlfernang AB der beiden MoleeOleii 
bis anf den Radius A*ß* der Wirkungssphäre der ElasUdUl abnehmen. Einer 
weiteren AnnSberong mOgen sich darauf die ^UtHofHnim KrARe der Atome 
widersetsen; und swar so, dafs jedes Aiom einem andern, nadi Verlanf einer 
Saennde, die Geschwindigkeit a miltheilt, also nach i Seenndeo die Geschwin- 
digkeit aL Da die Dimensionen der Körperlbeile A nnd B gegen die Entp- 
fernnng.^'0' aufeerordenttich klein sind« so kann man annehmen, dafs alle mit 
ffkkk€H Kröften auf einander einwirken. Es werden daher die m Atome In A* 
Jedem Atome in B', also auch dem ganzen MolecQle, nach l Secunden die 
Geschwindigkeit mal ertheilen, und die u Atome in B' dem Molecflle A' die 
Geschwindigkeit f^ai, wenn nämlich die Entfernung A'B' immer conslant bleibt, 
oder sich nur unmerklich ändert. Findet aber das Spiel der nbstofsenden Kräfte 
nur sehr kurze Zeil Statt, so wird dieser Fall eintreten. Da nun B' eine 
grölsere Geschwindig^keil hat als A', so nähern sich Anfangs beide Puncte einan- 
der, wodurcii //' von seiner Geschwindigkeit ^ < rlierl und A' beschleunnigt wird. 
Wenn die sehr geringe Annäherung ihr Maximum erreicht bat, gehen beide 
Puncte mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort, und diese Geschvvindiixkeit 
würden sie dauernd behalten, weuü durch irgend einen Einflufs, wie etwa 
durch Form-AmlLi Ulli/ des .Molecflis oder Atomensystems, die Wirkung der Ela- 
sticitäl gcheüiuil wurde. Im Ailgemeinen tritt aber dieser Fall niciit eiu, boudern 
die Kräfte fahren fort za wirken und vermindern noch ferner die Geschwin- 
digkeit von B* und vermehren dlo des MolecQls A\ Dadurch wAchst die 
Ci«IU<k jMnd t d. U. U. XLV. H«ft i, 35 
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Entfcrnang zwischen A' and B' noch mehr, und ^vird zuletzt dem Radius der 
Wirkungssphäre der Alome wieder ffleicli; so dafs niso, wenn unter dem 
Einflufs dieser Kräfte ii' nach ß" und A' nach A" fj^kommen ist, die Ent- 
fernung B"A" der B'A' ^rleich sei» mufs. Da nun der f'nncl ^1" jetzt eine 
gröfsere Ge^clnvindigkeil nh Ii" hüU so Irclcn l)eido jMoleculen ans der Wir- 
kungssphäre d«r Atome heraus und setzen jelzl wiedtr, wie vor dem Zu— 
saniineutrelTen, ihren Weg mit gleichforrniL^er Geschwindigkeit fort. 

Nennt man </' die (jeschwindigkeit des Mülecüb A zur Zeil 1, und y' 
die daß JMolecQls B zn derselben Zeit, wobei / vom ersleu Augenblicke des 
Zusammaolreffeiis an gezählt wird, so hat man zor Bestimmung dieser Gröfsen 
die Gleiehongeo 

(t.) g' = ff-\-uat und y' - ; — mr.f. 

Durchläuft während dieser Zeil das Molecal A den Käum r und das Molecüt B 
den Raum (), so ist 

(2.) r = ^fi-{-^fial' und (» = yt — ^tnaf'^ 

oder auch 

(3.) 2r=^{g'-\ g t und 2p -\-f)li 
denn offenbar jcrellen für die Bewegung der Puncle A und B die einfachen Ge- 
setze des Falles schwerer Körper an der Oberfläche der Erde, da beide während 
der sehr kleinen Zeil / mit unveränderlichen Kräften auf einander einwirken. 

Wir unterscbcidtfü nun zwei Fälle: zunächst den einfacheren, wenn 
die BlasUcilfltskrflfte in ihrer Tbäligkeil nicht gehemmt werden; and dann den 
xasammengeseteteren, wenn eine solche Hemmung erfolgt. Gewöhnlich ver- 
ffthrt man bei der Entwickeluug der Gesetze des Stofeee umgekehrt, wiler- 
snchl snnIchBt den Störs harter KOrper nod leitet aos dessen Geselsen den 
Slofe elastischer Hassen ab; indessen wird dieses Verfaliren nur deshalb 
befolgt, weil man die Gesetze des Stofses harter Körper aas Annahmen ab- 
leitet, die sich ans der hier angenommenen Hypothese als Folgennigen ergeben. 

Im eraU» Falle also, wenn die Massen elastisch sind, ond AMfte», 
mttssen die Rinme r und p einander gleich werden, sobald die Eadgesehwin- 
dlg^eiten ^ nnd / eintreteD sollen; wie oben bereits bemerkt wnrde. Xan 
hat daher aas (3.) die Glelchang 

Eliminirt man aber ol ans (1.), so erhilt mpn 

(5.) m{sf-g) = f^ir-r'h 
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md MB diMM beiden Gleiebeagett: 

C6.) y=,T^ f-r-^; ■ 

welches die belcannlen Formeln fftr den Stt^ti «tw^cher Mjusen sind. 

In Kwmien Falle, wenn die Massen nacb dem Stofae ihre Elasticiiit 
verUoTM, geben beide mit der Geschwindigkeit fort, die sie gemelDschafUich 

besarsen, nis die EntFernung zwischen ihnen möglichst klein geworden war, 
oder als der Unierschied der darehlanfeaen Rflnme r und ^ ein Maximum 
erreicht hatte. Es ist aber 

und diese Grftfee wird ein Maximum, wenn 
oder 

ist. Durch diesen VVerlh von al nehmen die Endgeschwindigkeiten jf' und y' 
die gemeinsame Gröfse 

/»+a» • 

an. Da ^ und / xa gleicher Zeit den Werth G erreichen, so folgt diese Glei- 
chung- aneh schon nnmitleihar aus den Gleichungen (1.), weon man ^ 
setal und aus ihnen ( eliminirt. 

Dies ist der Ausdruck, den man für die Geschwindigkeit giebl, mit welcher 
swei harte Masson m und ti, die sich mit den Geschwindigkeiten y und y 
verfolgen, nacb dem Slofse fortschreiten. Gewöhnlich unterscheidet man bei 
der Entwicklung der Gesetze des Stofses, mit scheinbarer Folgerichtigkeit. a6- 
«oiut harte Massen und absolut elastische, aber man sieht bei einigein Nuch- 
denken leicht, dafs absolut harte Massen, d. h. solche, die niler Elasticitätskräfte 
beraubt wären, aucii absolut unwirksam auf einnndor Iileilicn müfslen; denn 
nach der gewöhnlichen Annahme über die Nntur der Materie kann man durch 
die blofse Vorslelliini», dafs sich eine Materie einer andern nähert, die ruhende 
auch nicht ein Haar breit auö ihrer Stelle bewegen. 

MulUpUcirl man (4. und 5.) mit einander, so erhält man 

oder 

(7.) = 

35* 
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weldi« Gleicbnng man den Sali von der BrMtung ier Mm^U^ Kr^fU 
nach dem Stofse elasllscber Hassen nennt. 
Ist fisssm, so wird aus C3>) 

(8.) / s= / und / a> 
also laerUKUm^m gleiche etattUdte Massmi Ihre Geschwindigkeiten oadi dem 
Slofse. 

Bewegt sich die Hasse m der Masse /» entg^en , Ist also g negativ, 
und ist aafaerdem noch m aurserordentlicb viel grOlser als ju, so wird ans (3.) 

Sf^—g and y'^a^—y. 

ELukt aber die Hasse m vor dem Stofte, ist also ^ = 0, so bleiht aneb 
/■bO und es wird 

Also springt die Masse fi von m mit derselhen GeschwindigMl snrflck, mit 
wddier sie diese Masse traf. 

Die Gleichnngen (3.) lassen sich auch so schreiben: 

bt nnn ^ wieder negaltv und 
so wird 

SÄ ^ und / = — y, 
also springt auch in diesem Falle jede Hasse von der andern mit deraelbcn 
GesUiwindigkeit snrlldi, die sie vor dem Slofi»e halte. ' 

Gans so wie Mne anfserordentiich grolke nfAsfuls Hasse «i die Ge- 
schwindigkeit der Messe /i vernichtete und ihr eine der anfAnn:1ichcn gleiche 
und ealgegencrcscizie Gescbwindigkeit gab, wirken auch die beiden Massen 
m und ii auf einander ein , wenn = mg ist. Sind in> diesem Falle die 
Massen hart, oder verlieren vielmehr nach dem Stolse ihre ElasticitAt, so kom- 
men sie beide, wie die Gleichung (7.) ausdrackt, zur Ruhe, sobald sie sich 
getroffen haben. Das Producl aus Masse in Geschwindigkeit, welches man 
gewöhnlich Grüße der Bewegung nennt, ist also pcnz <:^pcM<inet, die Gröfse 
der \\ irkting" zweier bewegten Massen auf einander auszudrücken. Nach den 
YQrstpl[iin<,en über die Natur der Materie, die jetzt die Mehrzahl der Physiker 
angenommen hat, ist noch niemals ein Atom mit ciuem andern in Berührung 
gekommen, und doch wird der Salz, das Product mg sei ein MaaCs für die Gröfse 
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der Kraft^ 1^1 iiiiDer, im Widenlrait mit dieseo Annohtan« nugeapnieliai. 
leb claaba, man wird dao 8ati hier folgaraehlar finden, als nn andarn Orten. 

Die Formeln fOr den Stöfs tfMoolMMMmiMii üiiMUiek$r Massen lassen 
sich anf gana ihnliabe Weise ableiten. 

B B' B" A A' A'\ 

DieKrafl, mit der die Atome A und // einander al -^iulsen, sei Anfangs 
wieder und wenn A nactf A' und H nach B' gekofinneo ist, möge die 
gröfsle Annäherung zwischen beiden eingetreten und die Geschwindigkeit von 
.-1 gltjicli ^ und von ii gleich /' gewordeü sein, so dafs. wenn dies zur 
Zeit / geschehen ist, wieder die bereits aufgestellten Fonueln 

(> — r = (y— ^)/ — i(»i-|-,<0«^ 
gellen. Für ai=^ ^~^ wird bekannUich diese Diffarena ein Maximum and 
erreiebt für diesen Werth von t die Oritise 

wdbrend die Gescbwind^keiten y vnd f den gemcinsnmen Werlb 

nnnebmen. Durch die Wirkung der ElaslieiUlsfcrAfie möge nun aber die An- 
ordnung der Atome in ^ und B m geändert worden sein, dafs die Molecülen 
jetzt auf einander mit der abstoßenden Kraft a' einwirken ; welche Kraft während 
der Bewe^ng der MolecQlen von A nach A' und von B' nach B" tbfitig ist. 

Nennt man ihre Geschwindigkeiten in diesen Punclen g" und und die 
während der Zeil r von ihnen durchlaufenen Käume r' und p', so erbAlt man 
aar Bestimmung dieser Gröfsen die Gleichungen 

Wenn 

r-[-r' = oder (j — r = r' — ()' 

geworden ist, so hören die Wirkungen der EJoslicitaiskräfle wieder auf, da jetzt A 
und B wieder in einer Entfernung von cinjndrr sich befinden, die dem Radius 
der Wirkungssphäre der absloi'seodei) Kräfte gleich ist, der durch den Über- 
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gang von « imi lidit merUieh g«Ajid«rt wiir<le. Seist nun dvd lile W«rUi« 
von p — i* umI r'—p* eimnder wirUidi glvicb, so erhilt man 

also 

MH HBifa dieses Werths von r findet man fttr die Gesdiwindigkeiten : 

Diese Ponnelo fttr die Endgeschwindigkeiten nnTollkommen elastischer Hassen- 
tbeile sind die beltannten, an andern Orten anf gans anderem Wege gefnn- 

denen Ausdrücke. FQr a' = a erhält man ans ihnen die Formeln für den Stöfs 
votlkommen «/4S»<^«cA«r Massen, und far a's=:0 die fflr den Stöfs katler Körper. 
Wir wollen Jetst noch den Einfinfs Ton n Moleeftlen 

■^19 ^> -^9» «4« 

aufeinander untersneben, die, entsprechend, ans 

■•l» 

AtomMi bestehen und einander anf einer geraden Linie mit den Geschwin- 
digkeiten 

Sit Ä> • 9» 
verfolgen, wahrend sie sieb wechselseilig mit den Elasticititskriflen 

**2l **31 • ■ • l 

abstoüsen. sobald sie in die Wirfcongssphäre dieser Krflfte r;in<;eirelen irfnd. 

VVii- müssen hierbei üfleubar uiiiiehtueii , dafs, wenn die Geschwindig- 
lieilen von der Linken zor Rechten gerichtet sind, jj/i^ tfi^^i ... >'^n ist 
und die Molecfllen sflmmtlich an gleicher Zeit sich einander bis auf den Radios 
der Wirkungssphären der abstofsendeo Krtfle genähert haben. Nennt man dann 

r^^ /3, ... y„ 

die Geschwindigkelleo, welche die Molecülen besil;ten, uaclidcm / Secundeo lang 
die beiiachharteu auf einander (>in<jewirkt liuben, und bezeichnet mit 

die von ihnen in dieser Zeit durchlaufenen Räume, so hat man xur Besum- 
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* 

mung dieser 2» GrOften folgende Gteidiongen: 











r ' 


— — /f^ — ^ / OTi» /y« — M . tt . \ i 






= 0%-—( 1»* Of^ — tlitCu) t . 


iß ) ( 




= <ia — (nuUx — tfiiCtt)/. 










= ^11 •»»-1 ^»-1 ' > 














(10.) ( 




= ^4 ' — i »Wj «4 — Wj Oj) 



Mit Räcksichl auf (9.) erhuU iiiau auh C^^O <iuch 
(11.) {2r, = (^'.-i-y,)/, • 



Setzt man nun der Kflne wegen 

ao erbalt man aae (K^Ot wenn man diese Gleichuagen der Reihe nach nil 
Uli, fl^, fli), ... m„ mniUplidrt nnd die Prpdncte addlrt: 

Wenn zur Zeit t die durchlaufenen Rftvme r^, r^, r^, . r, sfimmüich 
einander gleich geworden sind nnd die genieinsohaMiche GriVfae r wreicht 
hahen, Irranen sich die Molecfllen J,, A^^ ... wieder von einander nnd 
gehen mit den Goaehwindigkeiien ^2, ... weiter. Die letale Gleiehang 
giebt dann 

(18.) r = t^ 
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und duher verwandelt eidi Jeltt (11.) in 

(14.) yl■\9l^r■^^9^ = rAS^^ ^Y''-r9n = ^^-> 

darch welche Gleichungen die Geschwindigkeiten, welche die MolecOlen nach 
dem Slofse nunehmen, sümmtiich gefunden werden köaaen. Aus den Glei- 
ohuageo C^.) ergiebl sieb, auf dieselbe Weise wie O^O» ^''^^ 

(15.) Smy ^ 2mg 

oder 

Mnltiplicirt min die Go«fficlenlen von M|, »tj, ... «i. dieser GleieJiang 
entsprechend mit den einnelnen Werihen von «ob (14.)^ so eriifllt man 

oder 

(16.) :^inf = Smg"; 

so dafs olsn dor Snt?. von der ErhRltung der lebendigen Krflfle aacb för den 
simullaoeo Siülä beliebig vieler Massen -Elemente gilt. 

Hört die Thäligkeit der Elaslicilätskrdfte auf, sobald alle Massen die gleiche 

Geschwindigkeit angenommen haben, oder r, r = = • • • = v, = ge- 
worden ist, so erhält man aus (15.) sogleicii liir die geroeioscbaftlicbe Ge- 
scbwindigkeit, welche alle nach dem Stofse erlangen: 

("•> r^^- 

In diesem Falle ist wieder der Unlerjcliied zweier von beuachbarlen 
Molccülen durchlaufener Räume ein 31axinium; oder das ganze System hat die 
gröfäle ZusammendrQckung erfahren; denn z. B. aus (10.) ergiebt sieb 

r, ~ fj == — ^a) / — i (fii,ai 4 «ißi — 
welcbe Differeos für 

0 = ^i—y« — («t«i+«iai— »*»,«{,)/ 
ein Maximum wird. Dieselbe Gleichnitg foi^ aber ancb ans (9.), wenn mnn 

Thellt man die Molecillen Ji, Jti in mebrero Groppen 

il| , ... Aa )' AaA.\^ . . • At, ; -4^ + 1 » . • • Äff ... 

und nimmt an, dafs sämnilliche Molecülen einer jeden Gruppe gleiche Gescbwin- 
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digkeil btbeo, so lifet sich ein solches System als eine Reihe von linearen 
Körpern betrachten, die eflmmtlicii sa gteicber Zeit auf einander stoiMn. 
Wenn nun diese Körper nach dem Slorse nicht zerreirsen sollen, so wOrde 
es genügen, anzunehmen, dafs alle ihre Theile nach dem Slofsc wieder 
gleiche Geschwindiffkeil hüben; aber in diesem Kalle, wo in den Glcichtm- 
gen (9.) verscliicdLiie der mit y hezeichnelen Gröfsen einander gleich ge- 
setzt werden müssen und auch die entsprechenden y einander gleich sind, 
ergeben sich aus (9. und 10.) Bedingungsgleichang'en. die nnr in speciel- 
len Fdllen befriedigt werden können. Die Formeln (I I. und 17.) bestimmen 
zwar auch in diesem l ulle die gesuchten Geschwindi^'keifen der Körper 
nacü dem Slofse, aber die Resultate werden durch die Beobachtung nicht 
vollständig bestätigt; wie es auch der Nittar der Sache nach nicht anders 
sein kann. Denn, nimmt man s. B. alle Massen, au&er der erslen slofsendeo, 
rahend und von gleicher GrOfse an, so lehren die Formeln nicht etwa, daft 
nach dem Stofse alle Massen nnr Ruhe kommen und die lelite sidi von ihnen 
mit der Geschwind^keU der stofsenden trennt, wie as doch die Erfiihnuig m 
heetaügen scheint, sondern alle mhenden wirken gegen die stofsende, wie dne 
einaige snsammenhflngende Masse. Es wAre in der That auch seltsam, wenn 
sich ein Unterschied nwlscben der Einwirkung der einielnen Theile eines 
Körpers und awel sieh berObrender Körper aas Formeln ergibe, die dnen 
solchen Unterschied gar nicht in Rm^hnung gebracht haben. Die gewöhnlichen 
und bekannten Reflexionen und elementaren Rechnungen über den Stöfs der 
Körper lehren weiter nichts, als Das, was wir über den Stöfs der Molecülen 
milgethcilt haben; nur mit etwas weniger Klarheit; und Niemand wird sich 
durch das Raisonnement flberzeogt flnden, welches z. B. Poh.ton im zweiten 
Bande seiner Mechanik (pag. 3'i) anstellt, um die oben angeführte Erscheinung 
zu erklären; die aber bekanntlich leicht erklärlich ist, wenn die stolsenden 
Massen durch kleine Zwischenräume vor ( iiiander getrennt <\ni\. 

Ich werde nun noch crnnz kurz andeuten, wie siel» durch die Anwendung 
der oben benutzten Hypothesen die Aunflufsivehe des Wastters aus sehr 
kleinen ülTnungen im Roden eines Wasserbehälters leicht erklären läfsl, 

Stellen wir uns zu diesem Zwecke auf der geraden Linie Am {l' ^g- 6.) 
die MoIecQlen m, »t.^, ... verlheilt vor, wo sie auf irgend eine Weise, 
etwa durch den Druck des AibMS und die Wirkung der twischan ihnen 
IhAtigenElaalfcllltskrAfke, festgehalten werden. Sobald auf dleaa Molecfllen die 
Schwerkraft in der Richtung von Ä nach m wirkt und m festgehalten wird, 

CnU«*s lottail i. 4. M. Bi. XLV. Heft S. 36 
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nöliern die sich einander, ond zwar so, dafs sieb die Zsviäciienrüuitie 

^ > ^1 r ^ 1 . • • ♦ ^» ^ » • • • 

verwandeln and die MLlecQten tn, tHi, nti, ... in die Lagen ,11, /ii, ... 
kommen. Bezeichnet man nun die Schwerkraft, d. Ii. den Zuwachs nn Ge- 
schwindigkeit, den ein fallender Körper in jeder Zeilsecundc erlano-f. durch ^, 
und die zwischen /u. und /ij und " und //j, ... Ihatijren Eiasliciläls- 
kräfte durch f,, t,, ferner din SirLclven -Im, Anii. Am., ... durch 
h, Ai, A,, so ist es nalurgernüls, anzunehmen, dal? sieh die Verando- 
rangen, welche die Slrecken l, /i, ... erfahren hahen, zu ihren Knlfer« 
nnnpfen von A. wie die Schwerkraft zu den zwischen ihnen Ihäligen Lia:!iti- 
ciluläkruiieu veriiailua, oder dafs folgende üediuguü^ägieiciiuugeu StaU finden: 

*. *• * 



Wird Jetst dasMolecQl /« fNigehssen, so fängt es an, bu faHen, md 
die Aber ikm befindlieben /h^ /h9 /h^ *'* UAgen ihm Baeh. Nach t Secondea 
mdgeB die GesehwindigkeileB dieser Melectien /^t, • • . und die ven ihnen 
doreldanfeneh'Riiinie fft^ . . . selii. Man liat dann offenbar gnr BcsUn- 
. . nung dieser Gräften felgende Gleichungen: 



Sobald der Unierscbied der von ju und ftt dorchlaufenen Rflnme gleich 
i—X geworden ist, so ist ^ wieder in die ursprOngliche Entfenuiig / YQUftt 
getreten, beide MolecQlen hören aaf, auf einander zu wirken, tind fi Mit nar 
darch die Einwirknng der Schwere weiter. Es ist aber 

und /-i = ^« 
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Seist mtn also (f-^Qi^l-^l vnd erwigl, i»h 2t— 9, niobt iMtklieli toh » 
veracbie^en sein kann, so 'erhalt man 



also 



Offanbar sind aber die Elaatteilitskrtfi« au&arodenüicli viel gröber als dia 
Schwerkraft, so dab man £ gegeo c vernachlfibigeD kaan; also gelangt man 
so dem IWneefliBchen Lehrsalie 

Dem aufmorlisaiiiC'ii Leser wird es nicht enigelien, dals diese Abteilung 
des wichtigen Salzes auf klar ausgesprochcuLü Hypothesen beruht, während 
er in den Lehrbüchern, selbst namhafter Physiker, auf eine Art bewiMon wird, 
die mindestens iofserst dunkel an nennen sein dflrAe« 

Berlin im December 1853. 

IX. 

Ober den Schwerpunct sphftrisclier Figiiren. 

Nimmt man die Kanten dner dreiseiligen Ecke, deren Ebenenwinkd 
a, ß, y and die gegenflberliegenden Kantenwinkel a, h, c sind, an Axen 
sdiiefwinkliger Coordinalen x, y, z, vnd setat 

so ist 

1^4-Z»-2rZisoe«-ZXcos^-2:yeo8y] 

der Flicben*Inhalt eines Dreiecks, von welchem t, y, zf «t, jrj, a^; 
«1« yit «3 die Coordinaten der Ecken sind. Der Inhalt i> eines Theils einar 
kmmmen OberflAcbe kann so auf die mannigfachste Weise, a. B. durch fol- 
gende leicht verstftndliche Formel ausgedruckt werden: 

2 ^ sintfsiaecdsi^-h ^ ^ sin * sin ecoso-f sine*]. 

36* 
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Fttr dieMS CooHinatensyslem ist dl« Gleichang Kogd von 
Riding r: 

^4-y*+**-|-2>'«cos«-| 8«a?co§*-f-2«yco9e = r*, 
und der Inhalt D irgend einer sphärischen Figar auf dieser Kugel wird dann 
dwdi das Integral 

anagvdrOdil; wo 

— 00««'— coa**— «o»<*-}'2^*®^*^^*] 
dnrcb 0 )»eseicbiiet wordon iaL 

Sind Dan v, w die Coordiaatoo dos Seliworpuncts der spliSriaeben 
Figor D, so i«t 

folgUeli 

l^(tfco8i-|~*'^^ + '<^) — '^jy^^By. 

Es ist ober 

^cffdxdy = C 

die §eki^wmkU^f0 Projeelion Oer Pigtir Ü auf die Ebene der xy-j daher wird 

«cosÄ+rcosa-j-ip = jj^. 

Enidktet man im ABfongsponete 0 der Coordlnntea x, y, z, anf der 
Ebene der y*, zx, xy, senliredite Azen OX, OY, OZf, d, b. oonslmirt 
m der ersten fielEe die Pofar-Acft«; nnd bilden deren Kanten nil den 
Axen der x, y, z, entspreehend, die Winlral a, V, if, so ist beininntlidi 

0 Bjiotfeoso^ sinloosi' » sincooac^. 
Onher ist die Seile reebts in der vorigen Gieicfaang: 

Beseiebnet man noeb mit A und B die sobiefwiniüigen Projeeüoiien von D 
auf die Ebenen der y« nnd zx und setat 

^. ^ , rA , rB , r€ 

Cl.) *=7j, = * = TT' 
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ao erbalt naa offenbar nur BaatimmBii; derCoonHaaten tt, v, w desScbwer- 
pimets dar Figur D, dnreh gabOrig» BaehslabettTarlaBsebang, die drei* Glei- 
ebnagea: 

»eose-j-» -j-weoBa ■= yewV, 
«eoB^-j-veosa-j-w s=s «'«os«^. 

SteHk aian sieb Jetil dareb dea Sebwerpmiet eiae Ebene gelegt vor, 
welebe der Ebene Y'OX' der Polar-Eeke parallel Kofi, also aaf der Aze 
OX Mobreebl steht, so Scbneidel diese Ebeae aaf der Aze OX eiae Sireebe 
ab, welcbe als die «mArMA/e Projectioa der Coordlnaten n, v, w aaf diese 
Aze aages^ea werdea baan, mitbin ti-|-9cosc-j-i9cosA ist. Aaf der Aze OX! 
schneidet die Ebene aber ein Stack ab, welches mit dem Cosinus des Winbels af, 
den die Axen OX und OÄ' mit eioander machen, mulUplicirt werden mul^ 
aai seine Projeclion auf OX zu findea: daher ist das auf der Aze OX' be- 
stimmte Stock gleich x'; wie sich aus der ersten der Gleichungen (2.) so- 
gleich ergiebt. Die Gleichnngen (2.) lehren also offenbar, dafs x', y', z' die 
schiefirinkligen Coordinaten des Schwerpnncts sind, wenn die Knrtten der 
Folar-Ecke zu roordttiaten- Axen genomfflen werden. Da diese Kanten be- 
kanntlich mit litKiiider die Winkel n — «, .i — ß, n — y machen, so findet 
man darch die l'rojection der Coordinaten des Schwerpuncts auf die Axen 
OX, OY, OZ' sogleich: 

i-\-x' — y' cos ^-f «'cos/? = ficosa', 
— x'mBy-\-y' — s'cosa — vcosb', 
— ar'cos/? — y'cos«--»' = wcosc'. 

Die Entfernung ^ des Schwerpnncts vom Mittelpuncte O der Kugel 
ist demnach: * . * 

Scboeidet man aaf den Kanten OX, OY, OZ die Strecken 



I t rJsinAcosy , rffsinccosa , , rCsinocos/9 

xcosa' = 1^ — i-; /cos6' — |j — -\ z'eoi^ = -jj — - 

ab nad legt durch deren Endpuncte Ebenen, wollte smkreehl aaf diesen Saaten 
stehea, so liegt der gemeinscbafUicbe Onrchscbniltspunct dieser Ebeaen im 
Schwerpuncte. Da also diese Strecken die senkrechten Projectionen tob if 
auf die Kanten darstellen, so braucht man jene nur durch (f zo dividirea, am 
die Cosinus der Winkel au finden, welcbe f mit dea Kantea bUdeU 
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4 

Das Rasnlhit «ÜMer Untersnebnng ist also folg«iidM: 
Hau stelle sieb unter OX, OY, OZ'die drei Kenteo eiaer drei- 
' seiligen Ecke Tor, deren Spilse O den UHlelponct dner Kugel yedi Re*' 
dins r einnimmt^ auf welcfaer eine apbArische Figur geceichnet isl, die 

den Inhalt D hat. Die Inhalte der uchiefwinkligM Projectionen der 
Figur D anf die Ebenen YOX, ZOX, XOY mögen A, B, C sein. 
CoDstruirt man nun na dieser Ecke die Polar -Ecke, deren auf den 
bezeichneten Ebenen senkrechte Kanten OX', 0Y\ OZ' sind, Qud be- 
slimmt anf diesen Kanten durch die Proportionen 

D 4 = rix', 
D.B = r.y\ 
D.C = r:s' 

die Strecken x', y, a^, te bilden dieselben die »ekufwinkligm Coordi- 
nelen des Schwerpuncfs der Figur D, wenn inon die bexeiebneleK 
Kanten der Polar -Ecke zu Coordinaten- Axen nimmt. 
Soll demnach z. B. der Schwerpuncl eines spbArischen Dreiecks D, welclies 

die Seilen rn, rb, rc hat, befunden werden, so dnrf man für die erwähnten 
sebiefwiokligen Projeclionen A, B, C des Dreiecke /) nur die Kreis- AusscbniUe 

■ 

nebmen, wodareb sicih die Coordinaten des Scbwerpitncts des Dreiecks D vai 
die Kanten der Polar- Ecke als 

, (II- • , Ar* , er* 

ergeben. Aus (8.) erhalt man danii ilie Coordinaten u, v, w des Schwer- 
pnncts in Bezug auf die Axen welche durch die Ecken des Dreiecks gelegt sind. 

Die bier benutzten Vorstellungen lassen sich auch in anderen FflUen 
anwenden; wie ich es später in diesen Hisseiien nacbweisen werde. 

Berlin im Januar 1853. 
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21. 



Aufgaben. 



I. (Von den Hemi Dr. Knt», K. K. Ralh md Prof. der hdhereD MtAeauitik 

•n der UehrerfiUU so Fmg.) 



Schriebelten Vitreek* die Oiegonalen, der Inhalt und die Halbineflser des ein- 
nnd ningeschriehenen Kreises finden. Wie findet 'man dieselhen Gräften fQr 
ein im Kreise eingeschriebenes Fünfeck, desen fttnf Seiten gegeben smdt 



A. Es sei ein germUhiiges , ebenes Vieleck gegeben. Die Eiilfer- 
nungefl eines gewissen Puncis P von den Ecken des Vieleclts seien x,, a:,, 
die Enlfernungen des Puncts P an den Seiten des Vieledu 
(die Perpendikel aus P auf die Seiten) seien /j, y,, y,, y^, .... 

Man sucht diejenigen vier Poncte P, fQr welche 

. (1.) X. -f ^s-f ^4 . ... — Min., 
(2.) x\-\-xi-\-3cl-\-xi = iMin., 



Efffferrnnufftt oder der Scliwerputirf der Kckcti des Vielecks. f>Inn sehe 
darüber und wci;en deä Puncis kleinnter tlidfiirnuntf der Ecken, welcher der 
Bedingung (,1.) entspricht, das Lehrbuch der (leomelrie des flerausgebers; 
Berlin bei G. Reimer, 1826. 1. Band S. 185 etc.). 

Ii. Es sei ein Poltfeder, von Ebenen umschlossen , gegeben. Die 
Enlfernungen eines gewissen l'uncis P von den Ecken des Polyf>ders seien 
Xi.^ Xj^ Xi, x^; die Eniternungen dt>^ Puncts P von den Kanten des 

Polyeders (die Perpendikel aus P auf die Kanten) seien yi, r,, y,, y^, . . . 
und die Enlfernungen des Puncts P von den Seitenflächen des Polyöders 
(die Perpendikel aus P aul' die Seilenfläcbeuj Zi, ^2» •••• 




2. (Vom Heraeigeber dieses Jeurnals.) 




Min. , 
Min. ist. 

P ist der Mittelpuncf der 
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Han snchi di^ttsi^eii sechs Pnncle P, fftr welche 



\y*j 


jy* -i— SSt^ -4- Jf« . . 




(«,) 


• . B= Min. f 


(70 




• . = Hin.^ 


(80 




> . ^ Min«) 


(»0 


«I + «2 + «J + ««... 


• ss= Mio.) 


(100 




. . = Mio. 



ist. 

C Da sich jede Gleichung Ton (tferlen Grade Dach diesem oder jeaen 
der Verfahrea, x. B, tod Euhr, fVaring, Duevrtn, BomMH, h9§rw$t, 
PiUUie, Gwrgonne etc. (Man sehe z. B. des Heraasgebers LebriNich der Arith- 
metik nnd Algebra, Berlin bei' 6. Reimer, 1835, S. 581 bis 590), anders ab 
Gieichuogen von höheren Graden, ohne Proben und Näherung, unmittelbar auF- 
iösen ISFst; nemlich mit Hülfe von Gleichungen dritten Grades, deren VVuraeiil 
ihrerseits in allen Fällen, entweder nach der Cardanisc\\en Regel, oder, wo 
diese die Wurzeln 'nicht in reeller Form giebt. durch g-oniometrische Functio- 
nen sieh finfleri lassen: so müssen sich auch in eilen Fällen die \^'u^zeln jeder 
Gleichung vom vierten Grade, in geschlossenen Formeln, unmittelbar durch die 
Coefficientcn der Potenzen von t ausdrflcken lassen. 

Der Herausgeber erinnert sieb nicht, dergleichen unmittelbare Ausdrucke 
irgendwo angetroffen 2,u haben. Sie sind vielleiebl. ihrer allerdings grofseu 
Weitläufliffkcil wcfien, und du aie entbehrt werden komit-u, gemieden worden. 
Es Ware ujdL';=^La doch nicht ohne Interesse, diese Ausdrücke aufzusleilen. 

D. Da die Gleichung dritten Grades - nx' ^ bx \ c —O. Tür den 
Fall, wenn der Coefficienl c gleich AW/ ist. in die Gleichung zweiten (irades 
x^-ynx-fb— i) übergeht, so müssen auch aus den Ansdrflcken. weiche 
für die Gleichung dritten Grades x gehe«, für t- — 0, diejenigen für die 
Gleiciuingoii zweiten Grades hervorgehen. Die;> zu zeigen ist bekanntlich 
nicht ganz leicht. Es wfire nun auch nachzuweisen, dafs nnd wie die Aus^ 
^.drfliAe Ton « für ax^ hx* ■{ cx '\ d ^ in diejenigen von x fflr 
dp' -f flx^ -f *jr-f c s= 0 in dem Falle = 0 übergehen. 
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32. 

Der Eisemteimehe Satz über Reihen -EntwickeluDg 
algebraischer Functionen. 

(Von H«nrn Prof. Beine t» Bona.) 



In dem Monatsberichte Akademie der Wissenschaften zu Berlin, vom 
Juli 1852, S. 441. findel sich eine kurze Noliz, in \v( Icher Eisensfein einen 
wichtigen Sn!/ ilhor ali^ebraische FiincÜonen ohne Beweis aufstellt, indem er 
die weitere Austuhrung einer kunliiuen Miltheilung vorbehält, die sein früher 
Tod vereilelle. Die Eisen.steimche Nollx enthält Folgendes: 

„Entwickelt man die Quadratwurzel aus i-{ x, etwa nach dem bi- 
^nomiscbou Salze für gebrochene üxponenlen, in eine unendliche Reihe 
^nach steigenden Potenzen von Xj und sucht die sich ergebenden ratio« 
goaleo Co§fli€i«Dteii anf Üve kMuU Bmumung zu bringen, so be- 
^nerkt man, dafi» nur Polwsen von 8 in 4en Nenoero denelbra «iri^> 
^bleiben, während alle übrigen Faetoren de« Nenners gegen Faotorw 
^dee Zsblers aufgehoben werden können; anch Ut der Exponent der im 
^Nenner des allgemeinen Gliedes verblcibendeii Pelenn von % immer 
^kleiner als der doppelle Exponent von x (und xwar beiliolig gesagt 
^nm so viel, als die Aniabl der Einheilen betrigt, mit denen der Ex- 
t^ponent von x nach dem Dnal-Syalem gesehrieben wird), so daA es 
^nllgt, 4x statt x an setsen, nm alle Nehner wegnisdiairen nnd die 
gCoÖlfidenten der Reihe in ganze Zahlen sn verwandeln. Die Uetrach- 
„tung dieses, wahrscheinlich Iftngst bekannten specielien Falles fahrte mich 
,yanf die Entdcckong einer mcrkwflrdigen, allen algebraischen Functionen 
„{^emeinschafUicben EigenthamlichkeiL In jeder Reihen -Entwickelong 
„dieser Art, wenn sie nur ans einer algebraischen Function stammt, 
,^mag dieselbe übrigens explicite oder implicitf gegeben sein, kommen in 
„sänimtiicben Coefficienten, so fern dieselben i cil onni sind, als nolhwendige 
jjNenner, d. h. als solche, die sich nicht weilei gegen Facloren dp«; 
„Zahlers nnfhohen lassen, stets nur eine endliche Aitzahl ganz be~ 
^stiiHnder Priinfactoren und deren Polenzen vor : es sind diese Prim- 
„zahlen zugleich die Divisoren einer ans der algebrniscben Gleichung, 

Grelle s Jouiual f. d. M. Bd. XLV. HeTt^. 37 
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„w^leber die FaDcHoo Genllge leistet, leicht lo biideaden cheraclerietiBclieD 
»Zahl, nAmiich ibrer dem epeeielitfi Werlhe ^tbO eotsprecbendeo, von 
„Oanft sogeDennleii DeteraiioeDte, welefae belieiiotlidi nicbt venohwiDden 
jyderf, wean die Reil&eii-EDiwidiiiiiig Aberbanpt möglich sein soll; endlich 
„kenn statt s immer ein solches Vietfaehe von ae gesetnl werden, dafs 
^alle CoSfficieoten der Reibe in ganae Zahlen Qbergehen. Nachdem diese 
„allgemeine Eigenschaft erst bekannt war, fiel es nicht schwer, diesellie 
«doreh die Methode der unbesUmmten CoSfficienten so erweisen nnd 
„auch auf' die aus der Auflösung eines Systems von beliebig vielen 
„algebraischen Gleichungen hervorgehenden Entwicklungen auszudehnen. 
„Die wiclitiosicn Anwendufiflren flor so erhnitenen Sätzo höbe ich auf 
„Fälle gein.'iclU, in welche» die algebraischen Functionen tif^ Integiale von 
„Differential -Gleichungen dcflrnrl werden, und wo diese Üilti ntinl-Glei- 
„chungen för eine einfache iieihen-Ealwickluti^^ geeignet sind, wahrend die, 
„vielleicht sehr complicirle Darsfellung in endlicher Form gwnz unhekannt 
„bleibt und für dio!;cn Zweck auch wirklich ganz aus dotu Spiele ge- 
„lassen worden kann. Das Einzelne der hierauf bezöglichen Unler- 
„suchuugetj iiin^ für eine künftige MitlheiJung vorbehalten bleiben. Eine 
„andere sehr einfache Art ' der Anwendung beruht darauf, dafs jede 
„Reihen-^Entwickhiiqf mit rationalen CoftfScienteo, fttr weldie die' ohi- 
„gen Bedingungen nicht erfOUt werden, sicher ans einer Iranscendenteik, 
„d. h. mekt atgebraischen Fnnclion, hervorgegaugcu sein mnfs. Da n. B. in 
»der bekannten iogarilhmlsdien Reihe 

logCl+x) = a-— la-'-j 

„wenn man hinreichend weit furlgeht, jede beliebige, noch so grofse 
.jPrimzahl als Nenner eines Coöfficienlen angetroffen wird, so folgt hier- 
„aiis, dafs der Logarithmus keine algebraische, sondern eine wesentlich 
„Iranscendente Function ist. Ähnliches gilt von der Reihe für und 
»noendiicb vielen andern." 
Kndidem der Urheber des Theorims die in demsdboi ausgesprochene 

Eigensehift algebraischer PoncUonen einmal entdeckt hatte, war es nicht schwer, 

den nachfolgenden Beweis dessdben sn lindra. 

1. 

Wir gehen von der Belrachlung der Reihe aus, welche (l-j-j*)", nach 
aufsteigenden Potenzen von entwickelt, giebt. Es bedeutet n eine positive 
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oder negntive rationale Zahl, die gleich ^ sein rna^, indem unter g und k 

f^nnze Zühleii ohne goinoinschafllichen Theiler verstanden werden, so dafs iu 
der binomischen Reihe der Bruch 

^ g(g—iHg~2h)....(g—{m-'i)h) 

der CoÖfGcieot von ist. Bringt man diesen Bruch auf die kleinste Be- 

nennung, so wird sein Nenner nur durch solche Primzahlen iheilbnr sein, 
welche auch h (den Nenner von n) theiien. Zunächst ist nämlich klar, dafs. 
wenn eine Primzahl (f, die in dem Xenner von b explicite oder impticite f nls 
Vielfaches von c/j vorkommt, h theilt, diese Primzahl gejfen keinen i'nctor 
des Zählers sich aufhehen kann, nl-o im Nenner, nach der Keduclion des 
Bruchs, i^rade so oft als Factor erscheint, wie vorher. Jede andere Prim- 
zahl /> wird aber, wie sogleich gezeigt werden soll, eben so oft, oder einmal 
mehr, im Zähler als im Nenner enthalten sein; hebt sich also aus liitseiu weg. 

Um diese Higenschaft der p zu erweisen, llieile nuin den Nenner 
von b in Gruppe ti . icren jede p aufeinanderfolgende Zahlen entiiüll, so dafs nur 
in der letzten (iruppe reu \veniL^fr «Is p vorkommen können; und zwar wird 
dieser Fall immer vorkonimen. wenn >/< uicbl durcli p (heilbar ist. Es bestehe 
z. B. die erste und die zweite Gruppe resp. aus den Gliedern 1.2.3...p 
und (/>-f 1) (/;-j-2) . . . (2/;\ In jeder Gruppe, die ietzle im Allgemeinen 
ausgenommen, wird ein, uuii nur ein durch p theilbares Glied vorkommen; 
ood zwar ist dies Immer das tetz/e Glied der Gruppe. 

Theilt man den Zähler in ülinliche (Inippen, deren erste siso 
^(ff — /t)ii/ — 2/i) ...((/ — (p — 1)//) ist, so wird ui jeder dei selben, mit Aus- 
nahme der letzten, ein und nur ein durch /; theilbares Glied vorkommen 
müssen (umi /.war wird dasselbe in der Hegel nicht erst das letzte Glied 
der Gruppe sein), während in der leUUen ein durch p theilbares Glied vor- 
kommeQ kann, und jcdenlalls auch vorkommt, wenn m durch p theilbar ist. 
H«i rieht die« leicht, wenn man erwAgt, dafs g uad k keinen gemeinsamen 
Theiler haben nnd daher die Congruens 

ff — sh ~ Q mo»i. p 
ane Wurzel 2 hat, die zwischen 0 und // — 1 liegt, eine zw ^cliii] fi und 
2/> — 1 , u s. w. Es befinden sich daher im Zähler eben so viele Glieder, welche 
durch p theilbar sind, als im Nenner; oder sogar eins melir. 

87* 
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* 

Unm* «Hasen durcfa tbeilbareo Gliedern werden auch solcbe sein 
können, die dareb eine hdbere als die erste Potenz Yon p tbeilbar sind. 
Dadurch, dafs man Gmppen von Gliedern bildet, findet man, mittels 
eines den olrigen faos ihnlieben Verfahrens, nimlieb durch Betniebtnnf 
der Coogrnens 

g — zh — 0 mod.^", 
dafs im Zähler eben so viele Glieder durch p" theilbar sind, wie im Kenner, 
oder sogar eins mehr. Wir haben daher folgenden Salz: 

Entivickeff tnan {\-\-xf nach aufut^genden PolmzM MM :e, m 
enlhaltm die Coefficienten der verschiedenen Potenzen ton x, in 
ihrer khiuxfen Henennnng , keine andern Rentier als sofche, die in 
Pofen:r>f ro7i It tuifgehen. JJif <e Nenner sind also mir durch noiche 
Priinza/ilt n (Iwl/har, welche auch Theiler von h sind. 

So 7 B können in der Eiitwickelung von (1 -|-;r)'^ alle Nenner, bis auf die 

Potenzen von 3 und 5, weggeschafft werden. 

Anm. Auf folgende Art läfst sich ein Ausdruck för die höchste Po- 
tenz von p aufstellen, welche 1 . 2 . 3 . . . . m theilt. Man zerlege m in die Form 

m ^ a^Uip-\'a,p' ' \r^rp', 

wo durch die a posilive gnn/t: Zahlen kleiner als p bezeichnet werden, die 
auch zum Theil Null M in kdnnen. Eine solche Zerlegung kann nur «t^ eine 
Art geschehen. Es giel)t dann unter den Zahlen von 1 bis m: 

<l,;»^-'-f ö^i;>'-'-fflr-?;»'^-f ••• + «2^ + 01 durch p, 
ürP'-" -f a^-ip'-' 4 a,,,p'-* -f • • • 4- «2 durch p\ 



-iOr-iP -f durch p'-\ 

-f-fffv-i durch p'^*, 

durch 

tbdtbare Zahlen, so deis die höchste Polens von p, welche das Product 
1 . a. 3 . . . «n Ibeiit, die Grftfse 

(«1 f «2 T • • • + «r) + («i + • • • i «r) /» T • • • T («r-1 + «,)/^'"' i «rl^^ 

mm Exponenlen bat. Z. B. für ms 131 setze man psss7. Dann ist 

131 = m = 5-1-4.7 + 2.7', 
also das Product 1.2.3 ... 131 noch durch 7"' theilbar. Die hocb^>le Polenz 
Ton 8, die in dasselbe Product aufgeht ist 3*", da 

131 = 2-f 1.3-f 2.3'-[-3'-f3* ist. 
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2. 

Eine irrationale Zahl nennt man eine solche , welche dnrch Addition, 
Snhtraction, MnltipÜcation, Division nnd Erhebany %a potUhM Potensen ans 
gnnsen ralioDaleo Zahlen entateht. Wörde die Division nicht angedealel, 
80 soll die Zahl eine ganze hei6en; so dafs eine ganze Zalil rational, oder 
irrational sein- kann. Deiu Worte Primzahl geben wir keinen erweiterten 
Begrilf; nur die rationalen Zahlen 2, 3, 5 etc. werden darunter verstanden. 
Eine ganse Zahl beifse theitbar durch eine zweite ganze Zahl, wenn die 
erste sich als Product der zweiten und einer drillen g^anzen Zahl vorstellen • 
IflfsL Die beiden letzten Zahlen hcifsen Theiler oder Facloren der ersten. 

Man sieht leicltt. dafs sich jode Irrationale Zahl als Quotient zweier 
ganzen Zahlen darsleiien läfsl, deren eine ihr Zähler, die andere ihr Nenner 
heifsl. So z.B. ist )(l~]f) gleich dem Quotienten von |^(|'3 — und 

4 « 

|/3; ]''3 ist der Meoaer von \\\—\\). Verbindet man zwei ganze Zahlen 
durch Addition, Subtraclion und Muitiplicalion , oder erhebt man eine solche 
Zahl zu einer positiven Potenz, so entsteht wieder eine ganze Zahl. 

8. 

Entwickelt man das Polynom 

(«„-f iiia?-|-a,ar'-[- Ya„x''y 

nach aufsteigenden Potenzen von t, so wird der Coöfficient einer jeden Potenz 
von -r , er.^ffus ans Bitiomialcoefficienten , ztr^fferi» au? n-anzcn positiven 
Potenzen der a. iimi riKÜich auch aus negativen Potenzen non «„ durch 
Addition, Subtractiuti unii Miilii|ilicfit!nn zusammengesetzt sein. Beachtet man, 
daf« nach (§. 1.") die erwäliiileii iiinouiialcoofficienlen in ihrer kleinsten Be- 
nennung keine andern Nenner enthalten können, als Potenzen des Neoners 
von n, so iinuet man folgenden Salz: 

Bedeuten die Gröfseu a rationale oder irrationale Zahlen, so werden sich 
die Coefficieoteu sammllicher Polenzen von x in der Eotwickelung von 

• (ou-f aiX-|-<fJJF'...-j-ö„a:")'• 
nach anfeteigenden Potensen von », als Qnotienien sweier fAnM Zahlcm 
darstelien lassen, deren eine (der Nenner) ein Product aus Potensen der 
Nenner der a, des Zahlers von ond des Neoners von fs ist. 

4. 

Durch Addition, Subtraction und Multiplicalion zweier Reihen oder gan- 
sen Functionen von x kommen keine neuen Primzahlen in die Neoner; durch 
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Erhebung einer nach x geordneten Fnnelion in einer pontiven oder negeliven 
Potent (§. 8.)) nnr eine besehrfinicte Aniahl derselben. Da sieh aber jede 
algehraisdie Fanction einer Verfinderliohen ^ dareb eine gewisse Ansabl.der 
▼orgenannten Operationen ans ^ nnd Constenten (die man sieb niebt als 
transcendent Torstellen darf» wie n. B. sin 2, sondern böebslens als irrational) 
sosammensetsen Jifst, so findet man (§. 2.) folgenden Salt: 

Lä/ht «r«A erne »[gihrm*^ f^tncHon etiwr V^^änderßekem x mieh 
auf9ieig€n4m Potmxm detteiben mhnekHn, «o k9mtm di§ mit den 
Potenzen von x mulüpßeirten namianien Co^ßdenien mie ßrüd^e 
dar^eefelli werben, deren Nennet ProdneU «r« Fofensew etiler 
eekränkfen AnztM gtmter Zahlen nnd, 

• Man darf nicht glauben, dalh dieser Sats sdion nnmillelbar mit dem 
ersten Tbeile des nn beweisenden Satses (ibereinslimmt Es ist nflmlich su 
seigen^ dafs in solchen Reihen die Codfficienten, inimfem ne raihnat und, eine 
endliche Ansaht bestimmter Primfactoren und deren Potenaen enthalten. C^Ie 
EäeponetUen dieser Potenzen bAnnen nattirlicb in unendlicher AnsabI vor- 
kommen.) £s wflre nun wohl denlibar, dafs eine Reibe von BrOohen, deren 
Zablcr und Neuner irrationale ganze Zahlen und deren Nenner aurserdem 
Prodocte aus Potenzen einer endlichen Anzahl gegebener ganzer Zahlen sind., 
dennoch, wenn die Brüche rational werden. Nenner enthalte, die durch alle 
mögliclien Primzahlen gelheilt werden können. Das gewonnene ResitUnt stimmt 
aber olTenliar mit dem £rp5uchlon Oberein, wenn folgende Eigenschaften irra'- 
. ttonaler Zahlen erwiesen werden künoen: 

a) Sind Z und N irgend welche ganse Zahlen, g nnd h rationale 
gaane Zahlen, die keinen gemeioschafillichen rationalen Tbeiler haben: so kann 

^ nur dann gleicb ^ sein, wenn Z durch g mid 2V durch A Iheilbar ist. 

b) Eine Zahl A'^ und iliro Polenzen, sind nur darcb eine endliche 
Anzahl verschiedener Primzahlen theilbar. 

< 

Mit dem Beweise dieser Sätze, welche einer Theorie der irrationalen 
Zahlen ansrehören, werden wir die gegenwärtige Altliaiidhing' schliefsen; zo- 
näclist ober zu dem allgemeinen Fnlie der Reiben - Eni wickelung implicfler 
Functionen uns wenden, welcher den eben behandelten umfafsl, ohne die Ei- 
genschaflea irratiooaler Zahlen vorauszusetzen. 



Digitized by Google 



2S. Ueitte, über Rvihen ' Entwkkelwtg algebraitcker FuHetionm. 291 

% 

5. 

Der «weite Theil des fStMe/iemeehen Sattei beschäftigt sich mit deei 
Falle, wo eine Panetion yoo x, welche die Wnrael einer algebraiscben Glel- 
ehnng in weiteren Sinne ist, in eine nach Petenien von « enfsleigende Rdhe 
mit ralionalen Coi^fficienten enlwii^eit werden liaon. Es wird bebauplet, dafs 
die nothwendigen Nenner dieser Cocfficienten nur dnroJi eine endliche Ansah! 
verschiedener Primzahlen (heilbar sind. 

Die allgemeinste Form einer algebruisdien Gleichnog zwischen einer 
nnabbftngigen Veränderlichen x and einer abhängigen y ist die, dars eine 
gegebene algebraische Function von x nnd y Null sein soll. Wir müssen 
annehmen, dafs die Constnntcn, welche in dieser Function vorkommen, höchstens 
irrationale Zahlen, aber nichf franscendenlo sind. Unter dieser Vorausselzunf? 
k iiiii die gegebene Gleichiiiii; . wie man weifs, durch Mulliplicalion mit ge- 
t'igaelen Facloren auf die Form einer algebraischen Gleichung im eogero 
Sinne gebracht werden, d. h. auf die Form 

f{y,x) ^ 0, 

wo f\y,^^ eint '^;mvi.q Function von x und y, mit rationalen ganzzohligen 
Cof'ffifienlen ist. .Jede Wurzel der ursprünglichen Gleichung wird auch eine 
Wurzel der letzten sein, die wir uns schon von gleichen Wurzeln befreit 
vorstellen. Hierdurch wird allerdings noch nicht die Möglichkeit ausgeschlossen, 
dafs einige Wurzeln für besondere Wertbe von x, z.B. für ^=^0, einander 
gleich seien. 

Die Gleichung f^;x)~0 sei nach y vom Grade, und iiube • ■ 
also die Form 

wo die A ganze Functionen von .v mit ralionalen ganzen Coeflicienten siod, 
die sich für a.-^0 auf a,, reduciren mögen, so dafs für Jf = 0, . 

ist. Hier sind die a rationale ganze Zahlen; es können auch einige von 
ihnen Null sein, nlter nicht alle zugleich, wenn man die .4 von ihrem gröfsten, 
alleu gemeinschaftlichen TfieÜer befreit hat. Diejenige Wurzel der Gleichung 
f[y,x) = 0, welche wir betrachten, die also durch eiue Fotenzeareihe mit 
rationalen Goefficienten ausgedrückt ist, sei 

yo = Ci j- c^js' 1- • • • , 
so dafs eine rationale Wurzel der Gleicbong /'{^^O; = 0 isU Es ist nun 

» 
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< 

SU besweiaen, dilSi die Nenner der e nur dareh eiie endllehe ApmU rer- 
•chiedener PrimsehleD theilbar sind. 

OgMär wird es ymüfM, wenn mtm dm Bewm für äUe e, 
vm emean iMÜmmien, dem »"* än, gMi, de Co» ^ ^« gewift 

nnr eine endliejie Ansabl Ton Nennern biben, indeqi die AniabI dieaer Glieder 
endlicb ist. 

6. 

Wir bebaodeln nnn Baniebat den Fali, dab f{y,0)>=0 nicbt mebrere 
Wnnetn hat, die gleieb e„ aind, dal^ eise 

«iffuCHC«» — l)«i <^.T~'H h 2a^_,c„-f 

nicht verschwindet. Es ist dieser Ausdruck nämlich gleich 

fflr y = 

Man gehe zunächst, von anfangend, in der litMite der c bis zu einem 
solchen, dessen Index gröfser als der Grad von A„ ist (§. 5.). Es ist 
leidrt au sebea« weiebe Primsahl«! p in der nnendlichen Rdbe der e, von 
dem beseicbneten en, in den Nennern verkommen dürfen. Kommt nimJidi 
• die Primsahl > snerst in dem Nenner von e, aia Theiler vor (wo nnn n 
grOfeer als der Gred von ist),' so wird sie Jn eilen gansen poaitiven 
Potensen von yo gteicbfalls snerst in dem mit dr" mulUplieirten Gliede aiob 
seigen können; und swer enlballmi y» y*» y*t • ' • y^f n*®^ polyno- 
mischen . Lehraatse, den Nenner p im CoSf&elenten von j?" resp. in folgender 
Verbindung: ' 

Seist man in die Gleiobnng f{y,x)^Q für y seinen Werth, snige- 
drückt dnreh die Reihe, und ordnet nach Polensen von ao mnfa der CoSf- 
fident Jeder Polens von x, also auch von x^, für sieh verschwinden. Dieaer 
besteht aber ans einem Thelle, weleber p gewib nicbt im Nenner enthelten 
kann {intern er ans den in den A vorkommenden rationalen gansen Zahlen 
und den e von bis snsammengesetst ist), nnd aus dem Thelle 

e„ (rn aT"' -j (»« — !) Oi^C • ' " +2«— 7<bH-«— i). 

Es mufs sich also auch aus diesem das ft wpL'Iieben, so daf» in den Nennern 
narr solche Primzahlen p torkommen können, welche Theiler von dem 
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Zil/«r ie§ Arnämck* 

sind, der nach der Annahme nicht Null ist. 

' • • ♦ 

7. 

Wir komtnea m dem Falle, wo f\y,0) ™ 0 gleiche Wurzeln hat. 
Es scheint luir auf eiueni Irrtbuoi zu beruhen, wenn Khens/ein i^agt, dafs 
die von Gaufit sogenannte Determinante von fiy, 0) nicht verschwinden darf, 
wenn olne Reihen- Entwickeluog überhaupt möglich sein soll. Die Deter- 
roinanle dieser Fuucliuu ist nach Ganf» (Coniuieulat. Gotting. Classis Math. 
Tom. III. p. 1 14, ^Demonstratio oova altera tbeor. omDem fanct. algebr. etc. §. 6.*') 
iricto aoden, «b dag Pnulod der m Werthe, weldie 

•nnifliffll, wenn man, naeh Auffthmog der DifferentiatioD, fär / der Beihe nach 
die «I Woneln von fiy-, 0) 0 setsl. Die Deterininante versebwiiidet aar, 
und immer, wenn f{y, 0) ^ 0 einige gMeks Wurseln iiat. Also nOlirte 
nach obiger Bebaoplnng, wenn ich die betreffende Stelle nicht nnrichtig denla, 
in gcgenwirligem Falle keine Reihen-Entwickehing einer Wunel der Gleiebnog 
f(y,s)^0 mißlich sein. Man findet indessen, snnAebst in spedellen Pill«i, 
wenn ancb die Delerminanla fQr ar=;0 verschwindet, allerdings Reihen-£Bt<- 
Wickelungen; wie es das Belspid der Glelchnng 

leigt, deren Worsetn 

y = 1-f ar-[-j:|\l — X) 

und 

y = t-|-ap — «/(I — a?) 

sieb oOTeobar io Reiben entwickeln lassen, während die Determioaule von 

ny>0) = y--2y-\-i 

verschwindet. Aufserdem sehe ich keinen firund, aus welchem im yorlie- 
genden Falle die Reihen -Enlwickelung im allgemeinen unmofrllch sein sollte, 
wenn gleich gewisse einfnehe KanstgriiTe angewendet werden müssen, um sie 
lü finden. Wie Jacobi in diesem Journal (Band 6. S. 273) bemerkt, hat 
Lupiucej der in den „Memoires de ^Malhi iiiaiiqiie et de Physique de l'Acndemie 
royaie des scicnces pourl777 p. 99" zueräl die i^ayrafi^e'sche Umkebruogs- 

CreUe's iouraal 1. d. M. tid. XLV . Heft 4. ' 38 
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forinel bewies (Hialoire, p. 54), an der Stell« wo er die Wnrael y einer 
Gleiehaiig f{y,x)^Q In eine Reihe entwickeln wül, wenn /'(x,0)eOgleiebe 
Wnneln bet (M^molres p. 121), einen ln>dmHi begtngen, den JäeM «m en- 
geieiglen Orte beriehligL 

Will man eine Wnrsel der Clelehting f{y,») in eine Anch Potenieo 

von X geordnete Reihe entwidceln, so hat man ete. fllr ;vs=0 tn 

suchen. Schreibt man zar Abkörzuiiff stall f{y,x)^ und wendet das Zeichen d 
für das partieUe, das Zeichen d iür das coUsUhidi^e. Differeatiireo an, so wird 

dy . 

Hat nun f{y,{i)^Q mehrere gleiche WnneUi e^^ so wird ^ für xssO ver- 
schwinden und fdr ^ = 0 die Form % bekommen; den wahren Werth 

des Bruchs wird man durch (r — l)malige DiiTerentialion von Zahler und 
Nenner erhaUen, wena f{ytO) = Q eine Anuhl r gleicher Wurxdn hat. So 

entiteht eine Gleiehnng r"* Gmdef ffir die auch die nolbwendige Ansah! 



von Werthen dieser Gröfsc, nän)Iicli r, giebt. Ähalicli lindci mau ^f^» s. w 
fflr « = 0. Halle z.B. f{y,Q)=Q zwei Wurzeln c^, »o wird 



Inr xs=0, d.lL 

J1La.££.^' 

djcdy^dy* dx 

ao Ma ^ ftlr «=0 die Wnrael einer Gieichnng «leeireit Gradea ist, nAm- 
lich 



Wx^' dy* ' \dx-^öxdy ' Bs* 

wenn man nach Aiufdhrung sAmmtlicher Oifferentialionen xsO nnd y—v» 
»etat. 
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8. 

Hat ^(/,0)&£0 jfltiche Woraeln, und Hht aieh eine Wmoi der 
Gleichang f(y,x)ssO wieder in die Reihe 

«ntwit^eln, so bleiht de? Sato im weseotttehen bestehen; nimlicfa: 

Nimoit man n grofe yenag an, so wird 

(€i,+ c,ar . - + fn^^) 
fflr keine andere Wursel der Gleichung fiy,ae)s=0 als fttr y^yo durch«" 
fheilber sein, d. h., dorcb or" gelheiH, filr ««»0 noch einen endlichen Werth 
gehen. Sollle man gerade ein solches n angenommen haben, daft dieser end- 
liche Werth für x = 0 gleich Neil ist, so wird ein noch gröfseres, geeignet 
gewähltes fi diese ielste EfgenschafI der Dilferens yerhindern. 

Wftre nämlich auch fflr die Wnnei y die Differens 

wie grors man anch n annimmt, darcb n Iheilbar, so näfste offenbar mit 
flbereinslimmen. 
Seist man 

y = (<?«.+<?!« «7* 
so wird man ($* d.) wa der Gleichong fftr y eine ähnliche fttr ij erhalten; 
nämlich: 

in welcher die B ganze Fottctionen von x (mit ganzen rationaIeD Coefficieaten) 
sind, die wir ans frei von einem gemeinsamen Ftirtor vorsteilen und die 

sich daher für x~0 in rationale ^anze Zahlen Äj, . . . h„_^^ b„ ver- 
wandeln, weiche nicht süinwtHrh \ttlf sein können. Von den m Wurzeln 
der vorstehenden Gleichung xsiiJ mir eine für x — 0 einen endlichen Werth 
haben; o&ntlich die aus cuistandeue, t;,,, deren \\ erth durch die Gleichang 

gegeben ist, so dafs 

eine Gleichung ersten Grades sein mtiTs. Es verschwinden daher ^, ^i,...^«-«) 
nicht aber b„.i und Wärde nämlich gleich Null, so raafsleD aach 
A«, also alle k Terschwinden; ww nicht geschehen bann (8. oben). Wäre 

ferner nicht NalL wohl aber b^, so wflrde ss — 7^=sO sein, also 

S8* 
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* * 

der Werth Ton % für 4? =: 0^ d. b. 0« Tenehvrifldeii* Ei wer aber 11 *o 
■Dgenpinwien, defs dies nicht Slall 0ndel. 

Seist man für den ihm sokommendeii Werth 

!■ seine Gleiehang von i»**" Grmde, so hat man ibnikhe Betraehtnngen ansosteilen 
wie In ($. 6.) 9 die aber hier einfacher sind. Man wird ohne HOhe sehen, dafs in 
dem Nenner eines hinlänglich entfernten Gliedes e.^« (und swar mnfs t grAl^er 
sein als der Grad voa B„) eine neue Prinnhl p nur dann aollreten kann, 
wenn sie b^ j theilt. Also ist auch in diesem Falle die Ansaht der Prin* 
seiden beschriskt, welche die Nenner der Coftffidenlen unserer Reihe, wenn 
sie anf ihre kleinste Benennung gebracht sind, Iheileo. 

Wir selilieften hierans, dals iogx« aretang^, sin«', n. s. w. «wrA- 
Me Tranae^nieiUm sbd, d. h. nicht algebraisehe Fnnellonen, Ja nieht ein- 
mal Warsehl algehraiseher Gleichungen. 



9. 

Beweis der Sätze io %, 4. 

Halfssätze. Bezeichnet 1 irgend eine irrationale Zahl, so kann man 
dieselbe leicht als Wnrsel einer Gleichung 

= 0 

darstellen, in weloher die CoSilIcienten A rational sind. War 1 eine ganie 
Zahl (|. 2.), so kann man auch immer erreicben, dafo die A rational and 
gans werden. 

Der Beweis des ersten Theils dieses Satses wOrde keine Schwierige 
keiten haben, so dafe wir nur den Fall untersuchen wollen, wo / eine jpoiiM 
Zahl beseiohnet Das Torlangte Resultat wird sidi eigehenf wmm man l in 
die Theile nnfitoet, ans welchen es entstanden isL Dasn theSo man die irra- 
tionalen Zahlen in Ordnungen, auf die Weise^ wie es Ai&i in seinem 
^Beweise der Unmöglichkeit, Gleichungen von höherem als dem 4ten Grade 
allgemein aufzulösen** (Journal, Bd.I. 8.67) getban hat. Der Kür^e wegen 
mag im Folgenden der Ausdruck „ ganze Funclion^^ auch Ton ZaAien ge* 
brancht werden-, und zwar soll ein Aggregat, welches aus Zahlen h, c, etc. 
durch AddilioD, SubtracUon und Multiplicalion entstanden ist, ohne dafs aufser 
e^ b, e, ete, noch andere als rationale ganze Zahlen benntst Worden, eine 
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gttm Fum^ion tod 49, e, ete. kdften. So fit 2m-\-h md« guttM Fanetion 
Ton a und nicht aber « y2-f Zshleo wir Worsel-AaBsiebiiiigej], so neb- 
m»fk wir solche, deren Exponent eine Primzahl isL, fflr ehUy also z. B. eide 
Id** Wurzel, da 15 = 3.5 ist, fflr eine zweifache Wurzel- Aussiebong. 

Irrational erster Ordnung heifsi dann eine ganze Function von ratio- 
. naien gansen Zahlen und einfachen Wurzeln; Irra/ionai zweiter Ordnunß 
eine ganse Fnadion rationaler ganzer Zahlen, von Irrationalen erster Ordnung 
und einfachen Wurzeln aus Irrationalen erster Ordnung; u. s. w. Die Irra- 
tionalen der ver.scfiiedenm Ordnungen sind ganze Zahlen; eine Irrationale 
0'" ürdnang ist eine rationale ganze Zahl, Wir werden uns dann / als 
Irrationale einer gewissen, der /i"" Ordnung, vorstellen können; und zwar 
seien die Wurzein aas den Irrationalen (n —1}"' Ordnung, die in ihr vor- 
kommen, 

«t t, *^ 

V>n ir^^ i^'i-, etc.; 

wo also die e Primsablen die r Irrationalen (»— 1)*" Ordnong votalelloi. 

Polenaen von fr sind von lulnor böberen Ordnung als diese Woraeln sellisl, 
nad ItOnnen nnter der oben bedodlie^ Reibe Ton «i^« ^***, ele. Wnrxein 
verlioninien; dagegen braucht nan in diese Reibe nnr die ersten e— 1 Po- 
lensen anfssnAmen« da iBr ein gannes raHonales z, 

gleich der Potenz von \r, multiplicirl mit einer ganzen Pol^»nz von r, 
d. b. mit einer Irrationalen (n — 1)'" Ordnung isL Es l&fst sich also / als 

ganze Function ¥on J^ri,, i^rj, etc. und ihrer resp. — 1, «7— 1, etc. ersten 
Potenzen, aufserdem aher von Gröfsen einer niedrigeren als der n**" J^rdnuaig 
darstellen. Setzt man jene «t**", c^"", etc. Wnnehi resp. gleicb Qi%^% ete.,^ 
10 bat i die Form 

/ = , . . . . 

WO die g Irrationalen höchstens von der {n — 1)'" Ordnung sind, und die 
Summationen sich fiuf alle Werthe «2« •••1 von Noll bU resp. <| — 1, 
Ci — 1, etc. beziehen. 

Es genflgt also / einer Gleichung 

i-^S,„.,,...Q:'ifi' . . . = 0, 
deren Form mit der obeta anfj^esleUtea Qbereinstimmt, indem die höchste Po-* 
tonn Ton I, (hier / selbst), nur ntft 1 nollipliaurt ist, die Suniuie aber ein« 
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g«DieZ«lil vontellt, welche alferdings nocli nicht ralional, sondem elnelm- 
tionale n*" Ordnung ist. 

Multiplidrt man nnn diese Gleicbnng ersten Gmdes mit den •* • ~i 
Facloren, die man erhält, wenn> man In der Oilferens 

den if alle möglichen Werthe gieM, deren solche VVurselgrOften flihig sind, 
so bekommt man fflr 1 eine Gleichung vom ei«| . . Grade, von der ver- 
langten Form; mit Coerficienten die höchstens von der (fl — ly" Ordnung 
sind. Wie man von der Glefcbftng ersten Grades nuf die ei«!...'"' Grades 
kam, so wird man von dieser za immer neuen Gleichungen von derselben ' 
Form, von einem immer höheren Grade, mit Cor-rflcienten immer niedrigerer 
Ordnung gelangen, bis man endlich zur 0'" Ordnung kommt. 
Es genügt demnach jede ganze Zahl i einer Gleichung 

deren Coefficienlea A ralionsi und gans sind. 

.10. 

Fol gerungen. Sollte I nur In irrationaler Form aufgetreten, aber 
ralional aein, so ist es eine §tmz» rationale Zahl, wenn es frilber die Gestalt 
einer ganzen Zahl balle. GenQgt nämlich der Gleichung fOr 1 mit ganien 
rationalen CoOfficfenten eine rationale Zahl, so mufs dieselbe nach bekannten 
Sätzen (fom sein. 

Die obige Gleichung für / ist nicht nothwrnrÜ^ irreduclibel; man sieht 
aber, dnT? jeder ihrer irreduclibcin Facloren von derselben Form ist, wie sie 
selbst, und ganze Coeriicienten A bat. (Der Beweis folgt aus Dis(|. arithm» 
p. 37, §■ 42 ) Wir haben daher folgenden Sal/: 

Jede irratiouale ZttilU 1 tffnugt einer irreiuclihdn Gleichung 

l^^A J -' A, I"'-^ + J„ = 0. 

l«i I ganr:., so .sind die A nicht nvr rational, »tmdern uveA gm». 
Di) eine Gröfse / nur einer irrednctibeln Gieichnng genOgen kann, so 
sind alle A beslinimt; also ist es auch A„. Norm einer Zahl I heifaf die 
Gröfse A„, Die Norm einer jeden Zahl ist daher rational, die Norm einer 
ganzen ganz. 

Die />" Fotenz der Norm einer ganzen ZioJä ixt durclt die Sorm 

der p"" Potenz derselben theilbar. Setzt mafr nämlich 1 — \'K in die 
Gleichung für l, so erhalt man, indem man die /v**" Wurzeln wegschafft, eine 
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Gleiehniig W K, die nit JC" toftogt and mit ±A!!, scUiefkt. Diese Gleiebmig 
isl dntweder irredaetibel, oder Dicht; im ersten Fslle ist sie identisch mil der 
irrednctibeln Gieiehnng 

weldier JiC ab Imtioaale gerne Zahl genflgi; im «wdlm PaUe ist sie wenig- 
stens durch sie theilber. Es ist jdso B, (und das ist nach der SrUirung 
iie Norm von K oder von ein Theiler von der Polens der 
Norm von /. 

II. 

Beweis des Batses b, in $. 4. Den Arbeiten von JUM (Journal 
Bd.I. S. et seq., Oeuvres compieles Tome IL ^ur la resolution algöbrique 
des dquations, p. 185 et seq.'**) entnehmen wir emige Resnilate, deren Be- 
weise in den angezeigten Siellen voilsMndig enthalten snd. Man kann auch 
die Arbeiten von MaimttSn und Luther (Journal Bd. 34. und 37.) ver- 
gleichen. Es isl dort gezeigt, dafs jede irrationale Grörse / auf ehie Baupl^ 
form gebracht werden kann, in welcher sie als rationale Function gewisser 

f Hl 

WonelgrOfsen y/, y/i, etc. sich neigt. Diese Function genftgt. dann immer 
derselben irrednctibeln Gleichung, welche etc. Wurzeb man auch 

nehmen mag. (Oeuvres completes, IL p«199.) Nan findet dort auch Q^SOO) 
den Salz, dafs eine irredoctibele Gleichung mit emer algebraischen Wnnel 
nur algebraische Wurzeln hat. 

Bringt man daher eine Wsrael unserer irrednctibeln Gleichung far i 

($. 10.) auf die Hauptform und verinderl die WurndgrOlBen ^y, etc. auf die 
mögliche Arten, so .erhilt man «l/e Wnrietu; so dafo das Prodoct der auf diese 
Art gefundeneQ verschiedenen AosdrOcke die Norm von i wird. 

Das „Theoreme I." in den „Oeuvres completes" yon Abel p. 196 lehrt, 
dalb zwei algebraische AusdrOcke in der Hauptform, welche diesdben Wurael- 

grölhen ^y, elc enthalten, fftr tf/lis Werlhe, die man den Wnmelaeicben giebl, 
gleich smn mOsseo, wenn sie für enM» der Werthe Abereinslimmen. Ist nun 
eine ganae irrationale Zahl 1 das Prodnct aweier anderen ganaen K und L, 

so bringe man diese auf die Hauptform. Es wird / nur die Wurzelgrölhmi 
enthalten können, die In K und L vorkommen, obgleich einige der letatem 
sich durch die Multiplication wegbeben, und daher in i fehlen kennen. Vor» 
indert man auf der Seite rechts der Gleichung 
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die Wnrselseioben elc auf all« möglidie Art, so wird das Gleiche aiuii aif 
der Seite links Statt linden, während versckiedmen VeriBdeiiuigen anf der 
Seite rechts tßuMtn auf der Seile links entsprechen kdaaen. MalHplieirt mm 
die so enlsteheaden Gleichungen miteinander, so wird anf der Seite rechts 
das Product der Normen von K nnd L (nimlich aller Wnraeln der irreducü- 
beln Gleidinngen, denen f nnd L genOgen) links die Norm von i oder eine 
Potenz derselben erhalten. Wir haben daher folgenden Satz: 

Die Norm einen jeden Factors ntur ganten ZaM ihtUt die Norm 

der ganten Zahl, oder eine Pt^enz derselben. 
SoH nan eine Primzahl y eine ganze Zahl oder eine Polenz der- 
selben, a. B. die y'" theilen, so mufs die Norm von tf, d.h. g aelhsi. die 
Norm von iV* zu irgend einer Polenz, also die Norm von N^, mithin die 
Potenz der Norm von oder diese selbst theilen. Eine ganze Zahl N 
und ihre Potenzen sind folgitch nur durch die Primzahlen (heilbar, trelche 
die Norm von N theiien. So ist also der Beweis des Satzes (4. bJ) geliefert. 

12. 

Ein Mfllfssatz. Hat die Gleichmg 

i--|-J,i-*-|-i^,i-^..4- j„ = 0, 

in weieker die A rationale ganze Zaklen bezeiekiien, eine irrationale 
Wurzel, eo iai ikeeelbe ganz* 

Beweis. Es sei Z derZflbler, N der Nenner ?on 1, so dafr jf^^ 
ist. Man kann aher nicht annehmen, dalii Z nnd N keinen gemeinschafUichen 
Thelter hahen. Wire nflnllch ^ ein solcher, so würden y nnd y wieder 

einen Theilw hahen ktanen, nnd so könnte es in*s UnendKche fortgehen. Es 
kann ja eine Zahl N unendlich viele Theiler haben ; nnr Aber die Normen 

derselben haben wir einen Sats aafgestellt. Wir werden «eigen, dafs wenn jp- 

z z 

der vorstehenden Gleichung ^enfl^t. es gleich dieses gleich etc. sein . 

mufä., wo die Z und A'^ ganse Zahlen bezeichnen, welche sich unbestimmt der 
Einheil nähern: woraus man dann schliefst, dafs der Brach sich als guie 
Zahl darstellen läfst. 

Setzt man nämlich in die Gleichung fQr / seinen Werth, so findet sich 
Z-' + A/CJ.Z'-'-f J.Z^-'.V-f ....j-^.A'"-'; = 0, ' . 
so dafs Z*" durch N Ibetlbar ist. Macht man 

Z- = iVZr, 
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flo wird 

W '~ IS' . 

m-l 



WO Z, eine ganze irrationale Zahl bezeichnet nnrf j\ "' Das ist, was frQher 
Ai genannl wurde. So scbreilet man nach und nuch voo deoi iNenaer iV zu 

— t 

fort nnd oSbert sidi ilso beliebig eineiD der Einbeil gleicben NeoDer. 

13. 

Beweis des Satiea «. in $. 4. Isl nun 

W ~ k* 

80 genOge Z der irredactibelii Gieidrang ' 

mil gansen ralionalen CoSflicienteD, nnd der folgenden: 

(2.) iV-'-fCiA'^-'-f C,JV'^+.- i C =»0. 
Setzt man io die erste Gleichung: 

90 ergidit sieh 

(3.) 2V4 a,i xV- - -f B,|r' . . . 4- fl^ = 0; 

was mit der Gleichung r"" Grades fär A abereinstimmen mufs. Denn (2.) 
ist irreductibel ; eben so (3.) (^welches aus der irreduclibeln Gleichung (1.) 
entstand}, weil jeder Factor, der (3.) theilf, olTenbar auch Z zw tier Wur/ei 
einer Gleichung von niedrigerem Grade als dem iw"" machen würde. Die 
Gleiciiungen (2. und 3.J sind folglich identisch, also ist m = r und 
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Da j$r und A keiae geneiosohaftliehen Tbeiler haben, so Bind i^i , B^^ etc. 
resp. dnreb g*, etc., ferner Ci, C etc. reap. dnreb h^, elc Ibailbar. 
H aehl man 

• • • > 

90 geben die Gleicbongen fOr Z and 2V.* 

Es genOgen also — und -r- einer und derselben Gleicbung mit gaoaen Codf- 
fidenlen A, nimlieb: 



sie sind ferner irrational, also nach (§. 12.) ganzj d. b. es ist Z durch g, 
und a\ durch /i theilbar. 

Bonn, im November 18d2. 
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93. 

Considerations g^n^rales sur les racines 
des noiubres preniiers. 

(Par Mr. OUrammr^g ptof. des iiwih. rapir i racad. dw sciencci de Geneve.) 



I. 

icloit II Qn nonbre premlor qii«Ieoii^e, et x an Donbre oompris tfaos 
la sali« iMturen« d«8 ooinbres plus pelits fp» ft, ^evoos « snooetsiveineiit 
* UMtes les poissiBces 0, 1, 8, . . . ii, . .. (f>~3), (^—1), /«> ^+1* *.. 
.i»-f**— ^1 *•* o<ms poavons, en represenlint par le rMta da diviaa 
par I*, et en Bons rappelanl ^e par la tbeorenia de Fermut aoni nvona 

xr-*^\ (nod./»), 

forner les denx snitea faSnies 

1 * ^ p £ j ^ f « • • ^ • • • ^ ^ *i ^ <ii^ ^ . . . ^ ^ • • ■ ^ 
(2.) 1, r^ij. ''(3) ? ••• ''f'»)'» ''oj— ?)i 1« ''(f>» ••• 
Rh exaniinanl la suifos des restes (2.). on voit que Celle suife est 
penoditjue , fju'apres un nonihre // — 1 de restes od doit necessnirement re- 
Irouver i'unile . et qu'eosuite celle periode de (i — 1 lermes se repele inde- 
fioimeot St tous les nombres de la periode 

(3.) 1, r^ij, r^jj, Tp), ... Tj,), f(^-i) 
gODt differenls entr'eox, comme ib sont en nombre /4 — 1 et lous plos petits 
qae ft, ils doiveot necessaireaieBt repraseater tons ies aoaibres aalarda depnia 
1 k /»—i. 

Tout nombre x qoi jbait de In propridle, qu'clove ä lootes les pois- 
sances 0, 1, 2, ... >n — 2', il donne toujours des restes differents lorsqiron 
divise ces paisFnnros par fi, est desigo^ 80US le flom de raam« du premiar 
ordre ou primitwe de fi. 

Si toQs les lermes de la periode (3.) ne sont pas differenls enlr'eox^ 
il est manifeste qn'en formant \i\ suiie de ces restes, le premlcr resle qu'on 
tronvera egal a un reste ddjili oblenu, devra oecessairement £lre Tuniie; et 

8«* 
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comme d^dlleurs le resle qoi rtpond ä la puissance jiA^I Mt roiiite, il fant 
qae ts pöriode (3.) se trouve partag^e ea de oouvelles periodes dont le oombre 
des (ermes de ebaqae p^riode esi im sous-mulliple de fi — 1; de sorte que si 
Ton represenle par m le nombre des periodes qai entrent dans la periode (3.), 
et par n le oombre des lermes de cbacune de ees oonvelles periodes, on anra 

mit = u — 1. 

Cela posc, nous appellerons meine du m'^"' ordre ou d'nn indice tn, 
toul tiombre x qui jouil de la propritMe quo, si on reh'vo a loiites les piiis- 
sances 0, 1, 2, 3, . .. ,»—2, la suite des restes qu'oo oblient en divisant ces 

puissaaces par fi, forme m pöriodes semblablee de termes cbacaae. 

f. 2. 

Conaiddrons les deux soitea (1. el 2.)t at sappoaooa que x soit une 
racine de Perdre m, la s^rle (2.) se cemposera de m periodes aeiDblables, de 

termes «^cane. 

m 

PrenoDs an nombre qaeiconque y oompris dans nne de oes pModes, 
et proposons-noQS de delerminer Tindice qai r^pond a ce nombre. Soit, poor 
fixer les idöes, r^p^ le nombre qne nous ayons obolsl, nons poorrons former 
les deox snites 

y» y^» y^t y^r •••» * 

^ 1 **(/')' ''(If)' **(3p)l • • • 

Celfl pose, on rcconnaft aisement, d^apres la manidre dont se formen! 
les restes saccessifs des puissaaces de 

1* Qne ai « eal nn diviseor de ^i^, on arrivera au teste i apres 

nn nombre de termes egal a ^"^ , puisque r. i. = 1, el par anite que / sera 

uoe racine de l'ordre mp; 

2" i^ue si y est le plus graud commuu diviseur entre ^ — - et p, ou 

arrivera au reste 1 apres nn nombre de termes ^1 & Üni, et par sntte qne 

y scra une racine donl le nombre des lermes de la periode sera ■ , e*Mt- 
a-dire de l'ordre tntf; 

3"" Qae si p est premier avec ■ , ou n'arrivera au reste 1 qu'apres 

— \ 



nn nombre de lermes 6gal a , et par snile qney sera nne racine dont 

le oombre des termes de la periode sera — — ^, c'esl-a-dire de l'ordre m. 
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Oo peot oondore de i«: 

Tb Worein e L SS la wUe (2.) est formte mt majße» «ftm« r«> 
eine* primiiiee x ei qu^oH ecriv€ les demx nttle» 

0, 1, 2, 8, ... I», ... (a»— 2), 

1* fli)» ••• ^^üi-H» 

iß pitu grami eommmm Mvitmir mUre p H fi — f. 

On peut dedoire de ce th^oreme, en adneUant ipe foot nonbre prenier 
8 une radne prioiitiT«, lea tooseqoenceB sniveoles: 

1« Qn*ttii nombre premier a aolant de radoes de Tordre m et pJiis 
peliles que u, qa'il y a de nombres entiers premiers et inf^riears A 

2" Que si l'on connaissoit une racitie prioiilivo d uu nombre premier, 
on les eonneilmt tontes, en elevaot celte racine ä tootes les puissances qoi 
soDt des nombres premiers avee pt-^A et en divisant ces puissances per u; 

3" Que lout nombre preniier auia des racioes ilcb ui di ts niarques par 
les factears de ju — 1, et seuleroent des racinos de ces ordres lä; 

4° Oue tonte puissance m d'une racine de Tordre p est one racine de 
l'ordre iiip, si Ic iiuiiiljre /t est du lo forme tnpk-\^\^ ou une racine de l'ordre 
dünne par le plus grand commuo diviseur cutre — 1 et wp, ie oombre 
premier est d*ooe autre forme. 

f. 3. 

Tb^oreme II. iSi /» e«l tt» momkr* prtmet lAtolm, *t a 
roctne d§ ce MmAn ife forir& n, la congrumet 

S = \(i (mod. //) 

1" Admettra une Solution, et rien ifu'une, «t le» deux nombre» 
f$'-i 0i m mmt pMamn mUr'eux; ei eette toluiiom wra mu raeim 
de Fordrs n dg^emeni. 

2* Elle n'admMra aueutu MbtUon n le» denx nombr€9 fi—t 
et m mU un plus grtmd eommum Svumr fm H*mUre pa» Arne n$ 

3* EUe «dmeUra autatU d§ eoiuäon» fue (e plus grand eommmn 
dmuur aaira f^^^i at m eonümU ^wßUA, «t piv* grand eommum 
dieieettr dmee aue» exaetemmU »; de ptu* eu Af^emimt eohttkuu 
eeroni det raemee de ft, eoU de twdre n, eoU iftm ordre eoae-mut" 
tipie de ». 
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Celle proposilioo Ire« cowrae, n'esi que rdaoiio^ de la reoiprofiie de le 
4''"" consequence da paragraphe precedeoL 
Si noi» coQsideroos Texpression 

« = yi (mod./i), 
donlJes m valears mhI- donnees per 

» = cos — + y-\ sin — (mod. fi) , 

lorsqu'ou fuil dans cetle forinnle k successivcment egal ü 0, 1, 2 ... (m — 1). 
il resullera du Ibeoreme precedeiil, en reaiarquant que 1 est evidemmeol de 
Tordre .a—l: 

1* Que Hl sera irralioonelle pour tontes les velears de k diffi&reiiles 
de Ol si m et sont premien entr^eux; 

3* Qee itf sera ralloDnelle ponr un nonbre de valeors de A ^al an 
nombre qvi exprine Je ptoe gnt^ eomman diviseur enlre ju — 1 et m, et im- 
tionnelle pevr les aotres. 

f. 4. 

Si neos npposens ms 3« les diffAreotes valears de Jl seroat: 
Jl = 1 (mod. iu), 

Jl' » -i + il^-3 (med,/*), 
BT = (n»od./i). 
Per coDseqiieni, si jU = 6ii-|-1, f*—i el m seronl premiers eatr'eax, et les 
Talenrs de Jl' et Jl" devront 4tre irraiionnelles. 

On peul en conctum que: ^—3 est rationnelle pour iout Momart 
pretnier fi d« la form* öw-f- 1« U nraitonneUe pomr iomt nombrw prmmtr ft 
4t ta forme 6fl — 1. 

Ed sopposanl m^^\ ob deaiontrera de möme qoe: 

L'^xpremm i{—^±\i'^) ritßomi/Me pour foutt wUwr i'un 
ffomlwe premet ftde la form» 3 .S'ii -j-l, ot imMornuile pour tarnt wmkrä 
yrtaikr d'mu anire form», 

%. 5. 

Si noas sapposoBs 1*1^5, les differeate« talenrs de Jl scroat 
il = 1 (med./»)«. 

JT s-l+^yö-f^yC-IO-ay'ö) (mod./O, 
= — — 1>/(-10 — 2)5) (rood./i), 
jr" = -i-i|'5 + i/(-10-f 2/5) (mod./*), 
Jl" = -i-|y5-i|^(-t0+2/ö) (aiod./*). 
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Si /»BlOff-f-l« le plm grvüA eoainron divisear eotre ,«—1 et m, 
lera 5, 0t lontes le$ valean de ü seroot rationnelies. Or, pniiqae (oonnie 
BOUS le reoODiialtroiu plus lotn §. 13.), i/'d est rttionnelle pour toole valenr 
de de I« forme lOiiJ:!, Texpression y(~10±2/5) doit Tötre poor toute 
veleor de /« de la forme lOii-j-1. 

Si^ssslOii — 1, ^ — 1 etm soDl denz nombres premieri eotr^eiix. 
Comme d*eilleorB ^5 est rationnelle, Texpressioo i\—\0±2^b) doit Mre 
irrilionnelle. 

Si 10tt±3, il est eise de voir qoe y5 et i{—\0±2ib) soat irre- 
lionnelles. 

On peut coociure de lä que: 
VexpresHton )' ; — 1 0 + 2 ^ 'ö : est rationnelU pour toute vaieur de n de la 
forme lOn -[- 1, «/ irrutionelle pour loul nombre premwr dune auire fonne. 

Eo snpposant m on demoulrere de ai6me qne: 

5"- 

Vexprämhm >[— i±i »^5 + y^— 10 + 2)'5)] est ratwnnelte pomr UfUiB 
pmhur d'uH nambte premkr fi de ia forme S.Si'ii-f 1, et irroAmnelh 
^otrr tont tumbrt premkr i^nm autre forme. 

§. 6. 

Enfin, genörnipmenl, on peut dire que: 

En repreisentanl pur a un noinbre premier, et par fa taleur 
de fesprenion eoB^-^-üü^^—i^ dun» ia^putte k peut prenäre toute» 
le» »«teure 1, 2, 3, . . . , o» verra gue Pejepre»WM 

sera rutionneUe pour taut nomhre premier de lu forme 2u''h -\ et irrU" 
tionneiie pour iout nombre premier d'une autre forme. 

. f. 7. 

On dedoit alsement da Ib^reme II. et de la 4'^ conseipience da 
(f. 2.) le tlieoreme snivant. 

Tiieoreme III. ton tidtnit que toute» te» rtuine» de Vordre 
m d'un nombre premier fn, eeient donn^e» par teneemble de» soiutiona 
i^tme am^rmenee 

In eongruenee, propre ä doimer tee raamee de Vordre am, et neu 
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qmt h» rnanu df eef urir; B^uMtmirm €H ckamgemU dam» uHU 

eon^ruenee t en ix, 

Reciproqucineiit . si l'on connail la congruencc qui doime les racines 
de Tordre mn, et que nous cn voulions dedaire celle qui doiiue les racines 
de Tordre m, il fvndra remplftcer x par Mtis id od devra remarqoer qae 
In nonvelle coDgroence conliendra non-fteiilenieDt les radnes de Tordre mm, 
mais aussi les radnes de Ions les ordres qa*oii oblient eo moltipliaot « par 
toas les divisenrs de «. Nons poorroas donc tooncer la tb^ordme saivant. 

Tbdorem^ IV. SS Im eon^rumce 

•*im.) = s 0 (raod./c) 
^hnn» ffour tohäoM iäuiet raemu de Vordre mn, €( d Fo» 
dSrigne par 

•i» » ... II 
ttnu U» dimewt d§ n, diffSürMU d€ fmdtd, ei für 

0 (mod. .«), = 0 (mod. «) , . . A;„„ ^ 0 (mod. ,</) 

« 

les coiiyruences pr^tpres a donner lea racine» des äi/ferents ordres 
mn,, 7A»ii, ... m: la congruencfi qvi donner a les radnes de Vordre 
m, ei rien (fue les racinen de cet ordre, sera 

H«) = -p — r — = ^ (mod.^). 

La delenninalion des congruences, proprus u dünner les racines ü uu 
nombre premier ,u de lel ordre qa'on voadra, ne saurail äduellemenl preseoter 
de difficalt^s. 

§. 9. 

Si nous consiflöroM? \e nntnhre 1, il esl evident qu'en Telcvant suc- 
cessiveiiiPtil aux dit^^'I•ente^ puissinices 1, 2, 3, ... a — 2, II donnera naissance 
a une periode d'un seul terme. et par suile ce nombre est une racirn du 
Pordre u — 1. II esl d'uilleurs atsc de recoiinailre que ce nombre est ia seule 
racine de cet ordre, de sorte qae la congroence 

X^^_,y = T — i = 0 (mod. ^et) 

esl la congruence prapre> donoer tooles les radnes« et rien que les radnes 
de Tordre .w->l. 



Digitized by Google 



23. OUramare, nur ies racinea de» t^ombre» premim. 309 

81 actmUenient noof rqtreicBtoiis pir f^(i^k-\-i le aombre pr«iiiier /t; 
1» el # ^tant d«s lombrei entiera, a nn nomlire prenier, et A an oovbre 
inpair «jadeoa^aa, nonB aurona en vertii da tbeorema pr^denl: 

^ =x4-1^0Cmod.;,), 

' ' sO (mod./»). 

Remarquons que la valanr de pourndt 6tr« deiMte de la valeur de 

^(jiz±) = = 0 (nod.^), 
en mettant eiaipleoieol ar* i la place de x. U en est de mdne des valenra de 

En falsant nsage de celle remarque, nons froflverona, en coDtinnant TappUca- 
tion de notre th^reme, la snite des congrneneea 

'(j=iY= =0(»od...), 
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El en GODtioimit ainsi pour toas les facteurs de on arrivera ä deteminer 
loatM les coiigraene«s qai donneol les racines de (el ordre qa'on voadnu 

§. 10. 

Si nous appelons racinea impaireis, les racines d'nn nombre premier 
dont Pordre est on nooibre impair, el raeme9 pmrt» Celles dont i'ordre est 
00 nombre pair, nons poorrons dire: 

Theoreme V. Lea raane» mpmrea (tun »amire prmitter pt 
M€ni iea raane» ik tu eongnuM« 

3,«/-i|-|.t s 0 (niod.iu), 

et /«« racinea paires celle» de la congruenee 

a-«/--').! ^ 0 Cniod.u). 

Eo supposanl en efTel ir = 2"^ (Jk elaol un nombre impair), ooas 
anrons en vertu da paragrapbe pr^cedeol qoe les racioes de Tordre k seront 
les solotioDs de la congraence 

x^*-f 1 — 0 (niod.,a). 

Si^ (Jaus Celle congruenee, a la place de x, nous roeltoos x', dou^ 
aiiroos en vertu du theor^me IV, une congruenee qui cootieudra les racines 
de tous les drdres qo*on obüenl en moHiptiaol 1 par toos les diviseors de A/ 
ou en d*BQtre8 tMwes, loutes les radnes ittipaires. Celle nouvelle coogroenoe est 

^ x*«^-'>-j-l = 0 Cmod..a). 

Comme ea vertu do Theoreme de Permat on sali qoe la congruenee 
aH^— 1 SS (x*<'^«>f l)(a!«^*»>-t) = 0 (mod.^) 
oonUent les racines des diffdreöls ordres de fi, il Fant qoe la congraence 

xUf-»^i ^ 0 (mod./*) 

conlienne toutes les racines d un ordre pair. 

On reconnaflra seroblablement que toutes les racines d*on ordre t^k 
(A etont 00 nombre impair) sonl doonöes par la congruenee 

j?«" 4 1 ^0 (mod.^). 
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S. 11. 

Si l oa examine avee soia de quelle naniere en vertn de th^reme (IV.) 
OD peilt deduire de le coDgroeoce 

*c»«) s 0 CiDod.tf) 

eelle-ci: 

Ott en cooclura sur les racines paire? pI impnires le llieorome suivanl. 

Theoreme VI. /t etant un nombre premier de la forme 2™A-j-l, 
et X et z detLc nombrea ent'nr.s qui sali.sf'oni ä la conjfruence 

xZ'v- 1 0 (niod. Ii): 

1 /'«« des deux ftonihres x ou z esf tinc rächte de u d^un 
ordre marque pur 2"" k. rdutn' \era vrtp rucine paire ou impairtf muU 
tieulement d uu ordre muxfUepur 2 ~'Ä; 

2° Si l'un des deux nombre* x ou z est une meine de fi d'tm 
ordre pair ou nnjuur marque pur k (/<' 1), Vautre aera 
egatement une racine puire o.. tutpairt du ineme ordre. 

Faisons reniarquer que si /i esl de la forme 4ii4-3j ouquel cas m= 1, 
en resolvant la congrueuce 

xz-^\ ~ 0 (mod-jW), 
on oblienl pour la valeiir de l'uu des deux nombres uae racine impaire, et 
pour Taatre one racine paire d'un ordre double. 

§. 12. 

Si nous nppelüJis racines conjngue'es deux racines donl lu produil est 
congru a i'unile, et si nous df'-iirnofts 'nus lo iiora de mnnes complemenlaires, 
düux racines donl la somme eal congrue ä sero, nous pourrons etablir las 
Uieoremes suivaols. 

Theoreme VII. Le» racines conjuguees sanl tnujotirx du meine 
ordre, quei que soif le nombre premer fi autfuel eiies appartiennetU, 
&ü effet« en posant 

xy — 1 ^ 0 (niod. //"). 
et en designanl par « uru rucino jHiniitive de //, les valeurs XE=a", y=af^~'*~^ 
seront des solnlions di> < eiie < oiii^ruence. Or les ordres des racines x et y 
seront egaux aux plus grands communs diviseors enlre u — 1 et i», ^ — 1 et 
u — n — 1. et comme il est evident que ces plus grands commuiis diviseors 
soni egaux, ces racines sont du m^me ordre. 

40* 
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Theoreme VIII. SS '«n nombrB premur de im forme 
4m«|*l> ite radae» complemenfairea seronl toute« deux impaire* ou 
touU» deux paires. Si eilet eomt impaire«, «lim sont du mime ordre; 
«t «lf(Mr »ont paires, eiies peuoeni Stre, eoU du uMfin« ordre, eoU iTttJi 
ordre differetU d'u» muiiiple 2f, 

Si fi est un nombre premier de la forme Am -j- 3 , tes racineH 
comfth'tiwnfaires seronf, f'une d'un ordre impair, Vautre rf'w» ordre 
ptür, d uH degre douhie de celui de ia premiere. 

La deiaonstratioD de ce Theoreme est trop simple pour qu'il seit n^- 
eessaire de nom y arröter; U est une eoos6qsence des th^oreiDes.(Vl. et Vll.)« 

Theoreme IX. nombre 2 es/ ranne impaire de UnU nombre 
premier u de ia forme 8n + 3, H raeine pmre de taut noa^e pre* 
mkr de la forme 8i»±l. 

Ce theorenie est le osdine qae celai qii*l d^ieoDlri Vejfmdre dans sa 
tbeorie des nombres (parag. 148). 

$. 13. 

Probline.' DUerminer at ie noai^ra premier a eei une rwine 
pmre, ou une raane impmre du nombre premier ft, 
Si ron connalssait les racines paires et impaires d'ou nombre premier 
on ponrrait aiseoient determiner, si a est raoine paire on impaire d*nn aotre 
nombre premier fi; car en divisant ^ per a« et en deaignant'par r le resle 
de ia di Vision, on aura par la loi de rddprocile de Legem^e^ ^e: 

^ /i ei a ne eon£ pae toue lee deux de h forme 4it-|-3: ei r eei 
raäne pmre ou impaire de a, a iui~mime eerm tme ra&ne pmre ou im» 
pmre de /«. 

Si ,n ei a eoni ious deus de ia forme 4n-j 3: ei r eH radne pahre 
ou impaire de a, a /in-m^e eero, mt amirmret raeine impaire ou 
paire de fi. 

Si nous sopposons a = 3 : 1 sera racine pairOf et 2 radne Impaire; par 

eonsöqnent, si p> est des deux formes 

3n-}-l et 4/t~l, 3 est racine paire, 
3«-f 2 et 4«-]-l, 3 est rncine impHire, 
3n-Ll et 4n-[-3, 3 est racine iinpfure, 
3h-[-2 et 4n-^3, 3 est racine paire. 

II r^ulle de iä que: 
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Theoröme X a) «om^r« 3 Mta meine paire de /out mrnbre 
pfMwUr fi de tu forme 12i»±l, H rmaaut impmrt de -taut nombrs 
ffTMuer de ta form» 13 »±5. 

Si dOBi fsisoiis asaa:5: I ei 4 wroDi meines paires, et S et 3 racines • 
topalres. Le m^me raisonnennenl nous condnira a admettre qae 

Ä) Le nombre 5 wr« r4icine paire de tout nombre pr emier fi 
de la forme 10i}±l, e^ rada» impidre de bnU nombre premer de 
ta forme 10» 

Si novB faisona ancoeasivemeiit « = 7, nsssll, a»13, ete., nous 
trottveroBS, en anivaiit la mdme marehe qne 

. c) Le nombre 7 gera racine paire de ioul nombre premier de 
im forme 28n + l, ou 28» + 3, ou 28« ±9; et racine impaire de tout 
nombre premier de ta forme 28ii±5, cu 28n+ll, o« 28li^l3. 

J) Le nombre 1 1 sera racine paire de tout nombre premier de 
la forme 44«+ 1. ou lln + 5, ott4iri+7, ou 44n + 9; ou + 
et racine impaire de tout nombre premier de ta forme 44iti:3, ou 
44« ±13, ou 44n+15, ou 44 « + 17, ou 44n±21. 

Et geoerelemeul: Le nombre premier u ent racine paire de tout 
nombre premier fi dont leg formes sont donneee par une certaine 
Miiife if(H + af ou 4an±b, ou etc., et meine impaire de tout nombre 
premier n dont leg forme» sont donnee« ptw une auite Aan±^a', ou 

4an±b', ou etc. 

Parmi les formes de jU qai donnent a pour radiie paire, on Ironverk . 
constaiDincQt la forme 2 an + Ar', et il osl fncile de faire voir qae cela arrivera 

conslamment. Si, en efTet, on suppose ft — ian-- k-, et qu'on nppliqiie la loi 
de reciprocile, on truuve que n est racine paire ou impaire de /*, selon 
(|ne est racine paire ou impaire de a: par suile a est racioe paire de fi, 
cor j.t est de la forme 4« - 1. 

Si de plus on rentaique quo les nombres premiers qui repondent aiix 
deux formes 1 an ± k^, ont a la loii» a pour raciae paire OQ impaire, on pourra 
eooucer le liieuienie suivant. * 

Theoreme XI. Si fi est un nombre premier, tel qu'en >/ ajou- 
tav! au retranchnnt Ii', fe resullat est dirisible par \: t(nil »ttmbre 
pr ernte r different de '2. t/ui divige l'expreggiun est ane^ racine 

paire du nombre premier ß*. 
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§. 14. 

Mpas pouvoDs, cornme cnnsoqucncc Aes iheoremes prouvM daos le 
paragrapho precedent^ elablir ie theoreme suivant. 

Theoreme XU. et n etant dettx nombres premiers, et qu'en 
dhiaatU fi par Aa, an oblient un reste r jraatit/ ou negai^, tel put 
2a — r 9qU igaUment un nomhrß premier v: 

Si €t e»t de la forme 4n-|- 1, o. sera une racine paire ou tm- 
paire de ft, sehn qu'il tera lui-mime une racine paire ou imptdre de r, 

2* Si et eef de Ui forme 4ii-|-8, « eera une raetne pmre ou n»- 
^011« de /i, eekm fu*Ü eera bti-mime «ne raetne In^poir» ou paire de v. 



§. 1. 

Seit p, HD nombre premier qaeleonque, et prapoaoM-nous de resosdre 
la congraence 

ft^+Ä = 0 (mod.A»). 
Si Ton disparatlre le seeood leraie de celte coDgraeoce, en poaaiil 

y ~ x — \P (iijüd. u), 

on poarra, en desigoant par p ei ^ des nombres enliers queicoaques, ia mettre 
5Qm la forme 

(1.1 j-^-f 3;Far-f^2y = 0 Co»od./*> 
Si Toa pose, pour abreger: 

A = 'vi-HM^y')} («od./«), 

lea valeara de » qai flatisronl a la eongraenee aeront doonees par lea 
expreasiona aDaiytiqnea: 

x' (rood./i), 
C3.). = - ^)-^{a\L)^-% (mod./*), 

(4.) a?^' = - i)_i(ii+i)/_3 (mod. .«). 
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Cela pose, uous alloDs examioer quellcs sont les cun^^ruenccb pour 
lesqaelles ces expressious ont uoe valeur ralionnellc ou irrationneUe, et re- 
chercber, sous quelles formes il convient de les mellre poar eo caksider tes 
▼alrars, dans 1e eas da hi prämiere de ces aUeraatives. 

Nona distinguerona id trois eas ; selön qae la qaanUle -j p^ qui entre 
daaa rexpresaion de A, satisfail & Tane on ä Taalre des trois congruenoM 
soivaotas : 

^^f^ = 0 (med./*), 
(f^+l^)"""" = 1} Cmod.^*), 
(f+f^^'» = -_1 (mod./«). 

§.2. 

T h e n r ö m e I. Si (es mwbre» p ei q gm entrent dkm« con- 
gruence proposee 

aoM/ ^efo i/ue i m ait: 

(1.) vHp' 0 (raod./*}, 
Id conffruence proposee aämettra troie rae^e» ratwnneUee, donl deux 
eefwU egales etUr'eUes, 

Cette proposilton est evidente si Pon remarqae qae i*on a idenliqneaieiil, 
en veHn de la coagmence (1.): 

xH3/iu:T2y .= i - 0 (mod./*), 

d'oü il resulle 

ar' s f 2^ (lBOd.M), 
4?" = — (mod. ti), 
(med./»). 

Ces resullats ponrraient d'ailleiirs se deduire des expressions firialyliques 
(Ii, ti el 4.), en tenaiit comple de la coogruence (1.) de ce paragraphe. 

§. 3. 

Theoreme II, Sk* ft e»t un nomire premier de Utfbrme 6»— 1, 
et si p ei q ttmi deux numbres tele que ton aii: 
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Ui coitgruence proposee 

x^-^3pT-\ 2g = 0 (mod. Ii), 
n'admettra qu'une seule racine raliotmelie, domüe par la formuls 

M represenlant la partie du äevcloppement de fexpretsüm 

Puisqu'on a la congrueuce 

i'f'ip'/^"''^ = 1 (mod..«)» 
on ponrra loujourg trouver ane valeur de ft , teile qne 

« s yC^'H-jr') (iiiod.A*), 
et Ii vaieur de donnee par la eoimruenee (3. $. «eri 

Si maintenant on romarque que est de la forme 6n — I: ju~l sera 
premier avcc 3, et eti verlu d'uii llieorenie conuu, l'cxpression \{S — sera 
ratiunnelle; par ^uile la vaicur de x' le sera, et la congracnce proposee ad- 
mettra cetle valenr eomme racine rationnelle. 

Quant aux deux autres valeurs x" et a:'" de t, il est facile de voir 
qu'eliüä soat irrationnelles; car ellos se compusent d'une premierc partie 

^ry(«— f)-^ r-^' — 1 qoi est rationnelle; pins d'nne seeonde partie, dont 

L Vi*— 

Tun des facteurs y— 3 est toujours irralionnel (vu la forme du nombre premier fi) 
et dont Taatre iVC« — 9)-f r— ^- — est rationnel. 

Vi»-'!) 

Pour exprimer la vaieur de m' en fonctioii raiionnelle de« coöfficients 
de la cungruence proposee et du nombre premier ii : remarquons qu'eti reiol* 
vant la congrueuce (2. §. 1.) par rapporl ä A, on obtient: 

filevant 4 la puissanee /i-\-tsss6m ies denx menbrea de eelte coogineoce, en 

Digitized by Google 



23. Ültramare f sur ies racines äe» nomüres preuuers. 3|7 
renBrquaot qoe: 

j'" LZ- 1 (mod./*), 
ix''-^4fi,*i^'* = 1 (rood.;*), 
et en rejettot les maltiples de fi, on trouve: 

qu*on peol ecrire: 

Cbaogeant 1^ signe de i ('/^-f I'" change pas la vaicur dt- j?', ou a: 
AddilioDnanl cas deax congraeouea, on «n tire; 

■ 

Eu posant, pour abr^er, 

nous aurons 

~ 2(iW~/») (rood. w), 
Celle valeur de x", mise dans la congruence pruposee, donne 

1 heoreme III. ^^7 u est nn ni/mbre premier de kt forme 6«-j-l, 
et 81 p et q sonl deux nombres lets qne I on ait : 

Itf eongruenee pnposee 

9*'j'Spw-\-1iq s 0 (moi.fl) 
, uimtiim irou rädme nUkmuBUes, ou n'm adm^nt atteime, mIon 

(1.) C-<r+l^(f'+l^)f = t («od.,*) 

*ent xatisfaite, ou ne U »era pae. 

Si la (juanlite — q -\- ^(q^ -^-p^) esl urie racino du nombre prcmier ,u, 
d un ordre donl 1 iiidice soit uiuliiple de 3^ cclle valeur satisferu a la con- 
gruence (1.); comme le döinonire ie theoreme de Fermat, e( la valeur, 

(2.) A^ii-q\ii^^ f)\ C«nod. //) , 

Crelle't Jonrnal f. d. M. Bd. XLV. U«ft4. 41 
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318 0 Ii rumore, nur Ui raeiM» de* nomkte* premer», 

sera, m vertu d*on theoreme coatia, uue qnintiti nrtionnelle «[ui tdiwltra trois 
vaienrs. En ilesigDaDt cm troi« valeon par Ä'^ 'A" bI A*", wm anrona, eomue 
radnea de la congruence proposöe: 

Ix' = A — ^ (oiod./i), 
x" ~ A' — -jr (mod./i), 
(mod./*), 

ou bien, en desigDant par A une ffuelconqoe de ces Irois valeurs, les expres- 
sions de x', x", w'", donoees dans le (§. 1.)» c»' J^— 3 est, par ia forme du 
nombre premier ,(/, tine qnantile ralionnelle. 

Rcciproqucinont, si p et (/ sont tels qnc la congraeoce (1.} 8oU satis- 
faile, ia congruence proposee admettra trois Solutions. 

. En effet, on d^duit dea eoDgrueoees (1. et 2.}: 

eongrneBce qai mentre que A est nne qnantile rationoelle, et par auite qoe 
lea valeara de ac^, a^ et dono^ea ($. 1.) aent fatioDDtllea; car ^-B Teat 
egalemenl. 

Si la quaolit^ —9-v\\f-\p^) ^ vat radoe do nombre premler ft, 
d*uo ordre dont Tindice aoit premler avec 3: eette valear ne aalfefera point 
a la congruence (!.)• pIns« Jes troia radnes et a;"^ aeront irrationr 

nellea*;> conme nona allona le reconnallre. En effet, la quantite f -j- }f(f-\-p^) 
^nt une radne du nombre premier /i dont Tlndlce est premler avec 3, la 
valeur de 

aera IrrtUonnelle, oonformtoent a un tb^röme connn; et par »nite la valenr 

x' = '^ — ■j (mod. ju), 

ne aanrait devenir ratlonndle qne dans le eaa on les parUes irralionneUes de 

J et de ^ aeraient £galea enlr*dlea et o& Ton nnralt: 

» 

A^y-]-\'z (med. /i), 
/ el « repretentant des qnantitisa raUonneUes. ' 
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U rMoito de cm deoz eoBgroencef: 

MultipKant oette congrueoce par f«, on trooT« 

IHimioaDl entre ces deux dernieres congruenc«s, ou.obtiflot: • 

Or cetle dernicre cong^raence est absurde, car olle doone pour uoe valear 
rationneile: la valeur de x' est donc irralionoelle. 

On ne saurail objecter qoe le numeratenr et le denomiiiateur peuveot 
etre congru ä zero daos la congrueoce (^/.l. car alors ii en resulterail 

>4 / = yjsr (iiiod.^)j 
ce qu'oQ ne saurait admetlre. 

Quant nii\ rfenx antre? valeurs de jt, ;c" et il est fftcile de d£- 
montrer qu'elles ^onl e^nloinen^ irrntionneiies. 

En eilet, en posanl pour ahreger s " — 9-7 )''9'-f-;>^}, il est faciJe de 
voir qae Texpression A — — peut se mellre sous la forme ya-^-Ary«^, k etant 
un coefGcieDt ralioonel, et ponr que x" seit ratioooelle, il faat qoe Ton ait 
simultandment: « 

y Mant nne qnantite ratioBoelte. 

äl^^aol lea deux membres de ces eoogroencee an carr^ et dUDinairi A, 
OD obHent: 

(2*r+4);^«»+*(4Ä»*+2y)f«+ Wjp+afea-l-/ s Ö (nod. /*). 
MnttipUaDt celte eoegrneiiee par ^9, on a: 

{4¥z-\-2y)]fz^-\-(i2p'\-Skz-\-f)*\/z-\-(2ky^4)s » 0 (Biod.A«). ' 
■^iiminant j^s^ eatre ces deaz congruences, on trouve: 

Or cette derniere congrucnce est tropossible, puisqu ulle doone pour yz uoe 
valeur rationoelle; la vaieur de u:" est donc irraliunuuUe. 

41» 



320 OHromare, jnt r^dtut in jfMMfwt prmmerf. 

II ne ssarait arriver qiie ie num^nitenr et le d^Dominaleur fassent 
coogms ä s6ro, car alors od aiiraU: 

ce qq*on ne Mmrait admetire, a moiits qae le muneratenr et le d^nominateor 
ne fttssent eneore eoogrus • sero^ aoqael cas nons aitrioiis 

==i j- (mod. ,u)» 

ce qu'on ne peut admeltre. 

Le mOine raisunneinent poiirrait «i'appliquer ä jr'" seulemenU Au iieu 
des coagruences (6.), il Taadrait considerer leg deox saivantes: 

^^) = y^i% — Ay«» (med. 

Beciproqaement, si Ja eongraence (1.) n^esi poa ralisMle, lu cojigraenee pro- 
posee ii*adniet ancODe radne rationnelle. ' 

En effet, si la congrueucc adoiclluil uue raciiie ralionnellc, In ijuaiiliii A 
devrail dire rationiielle; car si cette quantitc oo Tctait pas, ies trois racines 
seraient irrationnelics ; comine nous veiioos de le reconnailre. Cr si A est 
rationnelle, on a: 

AT^ = t (mod./O» 

et per suile: 

Mais, par hypolhese, celle eongruence n'esl point salisfaiie : la congruence pro- 
posee ne peut done admetire oiM»n« racine- ralionnelle. 

§, d. * 
La d^termioalioo des racinea de la congraeoce proposee est bieo simple 
dans le cas qai noos oecnpe, puisqii*ll soIRl de calenler les irois valears A, 
A" et J'" de 1» qunnlil« > 

A ^ v'[-'/ + l (r+/''}J (mod. «)i 
el les Irois racines seronl donnees par ks formiiles (3.) du paragrnplie pre- 
cedcnl, on p:ir ^ lormulcs (2. 3 et 4.) du paragrapbe 1 , en preoanl pour 
A Tune quclconque de ces trois valeurs. 
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Ce profiede a riocoDvaDient de ne pas doaoar rezpresBioD dos racines 
an foQclions ratiooDallaa des ooSflieiants da la «KingmaDca propos^ et da oombra 
prämier /«. En neos appljqaont a catta dalarminatioD, noua avons pu facilaBieat 
y arriver lorsqiiä le oombra prämier^ avoil Pone des deux formes 18«« -f 7 
at18M*f '13; nous avons« au coniraire. rccoiuiu qu'il fallait distiogner plusiaurs 
cas lorsque fi elail de la forma 18ia-{-1. Aussi, paar ne pas donner a ca 
mi inoiro irop d'elendue, noas nous contenleroos d'exposer Ja marche ä suivre 
dane ies deine premiers cas. Pour Ic cas oü ßi = iSm-] i. nous examinerons 
les cas ou ce nombre premior n'esl pas en möme lomps de la forme 54Ar-| I ; 
il sera fncile a« leclour de suppleer ä roiiiission que nous ferons par des 
coüsideralions unnlogues u celles dans lesquelle^ nous allons etilrer. 

Nous devons faire observer ici que nous n'avons poinl chercbe ä ex- 
prinier les Irois racines d'une nienie < oniri ituice en fonctions rntionelles de? 
coefGcienls du iiuu)[)rc [}remier. nm\s seulumeiU Tune d'elles; eii second lieu 
nous avons regarde t.vpressions f — 3, y'p, yp^ eic, comiue ralionoelles, 
lorsqu'il elail reooaou que ces cxpressions TelaieiU. 

$.6. 

Theoreme IV. ie nooAre pranier =^ 6ii-f 1 aaf tgat^meni 
de la forme 18m -j-T, et la eoitgrumce j^ropoU» 

jv'-j-a/rx-f-df ^ 0 (mod./t), 
dtm» ta^ueüe p ei ^ »ohi tela ^ue tm a 

(VH/'*)**^** = 1 (mod //), 
«nfmef trm» raemew mHiumeUui e«a troü radnet ttront donnees par 
- Im formale» , 

jp' :=: 2ilf (mod.//), 

= -M^^i-3(I^' \ p)} (mod.^), 
^ -M-^i-B(JIP-\-p)} (raod..tt); 
Jlf repreeetUoHi la partie da devetoppemeat de feaepreeeton 

qiti ne coniient pas ]i<f' ] p\ fucleur; r'est-a-dire: 

Eu vertu de la congrueace (1, $. 4.} et de la forme du oombre prä- 
mier fi, 00 a: 



893 OUratnare t «ur le9 racme» de$ »ombres pr emiers. 

Extrafitt !• raeiDe troisi«»e'd«« Am loinbres, et posnit, poir abr^r: 

noiis rarons: 

Ohingeanl le «tgne de }'[g^-\^p% on oblieat 

f - V - P')]* - M-K^(f^p') (mod./O. 

Addjtiounant ces deux congrueucos. on oblient 

x' ^ 2M (mod.^), 

en retnarquant que 

x' r-y-f y(y^-|-^\,]VL-y-hy-: /'"']^ (mod .u). 
Les valeurs He j™" et o*'" s'obliennenl facilement eo divisanl le premier 
niembre de la congruence proposee par x — 2M, cc qai donne poar qaotient, 
jr^-[ 'iMx-\-Sp-\-4i}V: quantite qui, conjsrrue »i z«^ro. donne: 

X = — if±»'[— 3(ir-f/>)J (mod./*). 
§. T. 

Theoreme T. Si ie namh's premier /»ssdn-j- 1 ett egalement 
de I0 forme 18m-f 18, et ei la eongruenee propoeee 

a^-\-Zpx-\-2q = 0 (mod. /i), 
i/a»« laquelle p e$ g »ont tele que ton a: 

(yHp')*^"" = 1 (m'od.»), 
admel trtii\ so/ufions rationnelles: les troi» racines de cette con- 
gruence seront (Umnees par le» formuies 

X'" = 2itf(p-fpif5) (mod./.)» 
en poemt, pour abreger: 

En yerUi de la coDgraeaoa (1. $. 4.) «I de la föraie dv nonbra pre- 
mier ^> on a: 

-H (-od..). 
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r 

EilniyMt It rtelne troisieaie de«' deox oombrM, et posanl, powr abrig«r: 
OD troave 

Ob Toil aiosi qne TexpreBsioD 

i 

esl l'uDe de» Irois valeurs du radical cubique [— y-f y(y'-t-p')]*» par 
sequeol Tune des racines de la congraence proposee sera: 

De la ooiiD»iflsaDee de eette raeine od poorrail dödnire lea deoz autres, inais 
il eal plus simple de remarquer qu'en changeant le signe de -\- p*} daos 
la eongraeooe (1. S>4.)9 on a: 

d^oü 1*0» dedalt par nn raisonnenent nalogiie w praeedent la raeine 

Conne d^ailleera os aalt que 

5 (mod./«), 

II en rösnltera: 

en remarquanl qoe 

§. a . 

Nous avons vo (§. 4.) que lorsque u est m nooibre premier de la 
forme 6il-f 1, et f etant deux nonibres tels qoe 

' (f-Vl^f"' s 1 (mod.M), 

la eoograence 

x'4 3px-]~2</^0 (mod. jti) 
adnieUaU Irois raciaes rationoellea, lorsqae ia congraence de conditioa: 

[-♦+y(f'+l^)r s 1 (inod.iu) 

etait aatisfaile. 
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Si nons ftdaietUias qae pt soU de 1« forme \SiM-\-i, tms mtw» 

2nsssQm, et par consequent: 

Or, »i ron reimrqBe qii*en designant par r Tune qaelconqoe de« meines pri- 
mitives de ft, on n pour les trois raciaes de runite: 
f 1 = 1 (med./»}, 

J^l ^ rH<^-i) ^ ._|j_3 (mod./i), 

il eil resiilkra qiie si la congruence proposee admet trois solulions, noos aorons 
Tune des iruis congruences 

[-y+»'(yH^';r - i (mod. .«), 

Cela pose, nous pourrons «Mablir les (heureinea suivants: 

I. 5>/ le Twmbrr premier u = 18 m 4-1 eH egulement de ta forme 
54A:4-19, et ti la ntngnience proposee 

j ' + 'Spa:-^ 2q =i 0 (mod. /O^ - 
dam laifueUe p et q sunt tela qae l'on a: 

{q'-\-V'f' ^ 1 (mod.//), 

truis raebtee raUonneUes: Fune de eee raeüie» §em dotmee 
par ta formuie 

II. Si le numl/re premkr u= IStn-^ l eU ejfolemetU de la 
forme b4k-{-\9^ et si la cou^mence proposee 

Jc" \^px^2q — 0 Cniod..a), 
dans taquelle p et q sont tets que l'on a: 
'q'-^rp'j'''*^ ^ 1 (mod. 

admel trois racines ralwnnelles: l'une de ces racines eera domtee 

par la forutule 

- r^i<.~. P L^+7(7q:;;5f TT («od. 
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III. 8i U noakre premkr fi. « ISm-f- 1 gtt dgaUmttft d$ la 
farm$ 541s ^'^'i ^ H la etn^rwemm propotit 

dans tatfuelle p et q nont tels que l'on a: 

admet trois radms rationneUe* : l'une de ces racme» s^ra ihnne0 
pur (a formute 

IV. Si Ic nomhr« preinier ^i/ — 18m-fl ««/ e^alemetU de la 

forme '.lAk \ 37, et si la congntence proposee 

x^'\ 3px-\-2q = 0 (mod./f), 
dtm» taquelie p ei q sunt tels que l'^n a: 

iq-rp' 1 Craod./i), 

par la foirmule 

Les demonslralibns de ces Iheorcmcs sont analogues ä celies des 
IhRoreraes pröccdenfs , et nc presentent aucurie difficulte. D'aulre pari, il est 
factie de dcterminer ies deux aulres racines de cbaque congraence par la 
coanaissance de Tune d'elles. 

Dans le cas ou le nombro premier /f = 18m-j^l serait aiMSi de la 
forme 54Ak-|-l, la congraence de condition (1.) deviendrait: 

ei il «ereil facile d*elablir des, Ihtorimes aMlognea aox pr6c4denli, ea eonti- 
deranl les iieaf redoes neavieniea de ranite; et ainN de aittte. 

§. 9. 

Leiuuje 1. Quet que soU le numbre premier a: si la cottgruence 
A-'^px-\-2q = 0 (mod. ^) 
admet des racines ralionn^lee, eUe en admettra, une eeulCj ou froit. 

Ci«lto*ft JouBAl t. d. M. Bd. XLT. Heft 4. 43 
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Renarquotis eii effet qne si deiix rtetaes de eelto eonjfroence etaient 
rattonnelles, comne ta »omme def trois raciaei est ooogrne ä i6ro: lonles les 
trois devraient TMre. 

Lomnte II. Si u est un numbre premier quelcimque , h tin 
nombre iel que ion ait 

Ait^- o __i (mod./O, 

en designant par a, r €t 9 det qmmtUe» ratimmeUe* queUmtifttM: 
fexpreanon 

(1.) N =B ^«H-f^ (mod./»), 
dän» Alf »0lfe €9t 

M = v(fl + y*) (mod. u), 
ne peut elre rationneUe qu uutunl t/u'on a In rekUion 
. (2.) .vj (fl' — 6) — r == 0 (mod.^). 

£n eiet, ri JV est raHoonelle, ob doit avoir par le Ibeoreaaa da VtruuU: 

i^» = 1 (mod./»), 

at par cons^aeBt 

ÜBltipliaBl las deax mambraa da aalte coBgrnanae par nM-^- at renarqoaBt qoe 

a'' = f (mod./A)) 
s r (nod.^), 

BOUS obliandraBs: 

(3.) aJr-+r s (mod.^). 
Ha» an elevaBi le» deax membres de la eongrnenea 

M — fn^^'b) (mod. u) 

ä la puissance fi, eu supprimaat les moUiples da /( al aa (aoant campte de 
la relatioa 

^(^-» ^ _i (mod.,a), 

00 obtient: 

üf " s iia—ih) (inod..40i 
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|Mr coni^ent bobs aBroBi 

Jf"+* = y'Ca' — (mod. ,«), 

Ce» valeBrs, biIm» dtBs la eoBgfseBoe (3.)« dooneBt 

\»^{t^—b) - r]9P ~ *y[.a'-6,'J-ry(Äp-6) (mod.^), 
ce que 1"od peul ecrire sous Ja ioriiie 

[»fCfl" — Ä) — rj[ilf» — f(fl' — A;l = 0 («»od./*), 
^ 91 BOBS remarquoBS «pe Pob b« pent pis poser , 

ili'= y-C«»-*) (Biod.A»); 

car il ob rtoalterait 

s _ A (mod.^): 

con^ruence absurde, poisqu'ellß douüe pour )6 onu valeur rationueUe ; ce 
qui par iiypolhese ne peul dtre admis, b elaQt lel que 

AKa.-» ^ _i (mod.^), 
(aodis qa*ii faudroU qae Ton ait 

«/(Ii' — r ^ 0 (aiod./u). 

f. 10. 

Theo rem« VI. iSb* etf tf« iiofli^ ^rwmff* 4^ Im /bnM S»-}* 
*t n p äi f tont d$»x nomire» UU pie fen mt 

(**+J^)*^''* = -ICmod./«*), 

Ai coftjrrtfefic« 

a^^3^x-f s 0 (mod./») 
IM pmtrra admettre ptu9 d'une racme ratwtmeüe. 
Eb ?erlu dB lemme L, oetle propositioB sera demontröe si bobs proBVons 
qoe les trois raeioes ae peuveat 6tre ralioBiielles. Si les trois raciaes aif, 
el ^ soBt ralioBBelles, la valeor de rexpreasioB 

4a* 
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le sera. Comme d^aillenrs 3 est ose qaantitö raHoBDeUa, pnisqae u etl de 
la forme Sn-f 1 , il est neeessaire (vn laa valeurs de x' et x") qoe lexpreasion 

soit egalement rülionnollo. 

Or ii est fjicile de deniontrpr qiie cette expression ne Test pas, quelle 
qua soit la forme du numhre premier u. il suffit pour cela de faire dans 
la coDgruence (2.) du paragraphe precedent; 

a —q (mod./O, 

b ^ rp^ (mod./O » 

(TH 1 (illod. /«) , 

r p (mod. /t), 

et iiüus aurons: 

— » 0 (mod. ,u) . 
Gongraence qa*on ne peol adneUre; car II en resnltera p el la qoantile 
} *f P^) °® Serail plus irrationoelle. 

§. 11. 

On (ic il arriver au nidme r6siiMnt, en remarqoanl que si xzi: fmod./i ) 
est une racine rationnelle de la congruence proposee, les trois racines seronl 
donnees par les expressions 

jp=a?i, af = — idP|-t- ^ — JiTi- ^.«^^ — Jj[mod./i); 
car on a 

Cen verta de la relaüon 

3pj",4 2y ~ 0 (mod. «)). 
II resulle de la que, comnie es! uiie ijuanlilü ralioniielle par la forme de 

^äÖ«-] !, l'expression — 3 (y^ -j' P*)] ^^^^ irralionnolle; el par suite, si x, 
est irrationnelle, les valeurs de x et op" seront irrationnelles. 

§. 12. 

Theoreme VII, iSV u est un mmbre premier de la forme &n-\-i, 
et si p et q sont deux mmhres tels que ton nit tu relaiim 

V T = —1 Cmod..«), 

lu congruence proposee 

s^-j-dpx-\-2q 0 (mpd./A) 
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fifVn distgtumi par M I0 partie ,rationmtte dm dioeiappemmt d^ 
fexpruHm 

p 

urm, OM ns «er» jm» taHtfaUt, 
NoDS avons * r«eoiiDU pur le Ib^or^me precedent que Ia .congmaoce 
propos^e ne poavait «dmettre qu'une seole racine, donnea par rexpraaaioii 

En admettiint que cuUe vaieur de .v est rntioiHieiio, un pourra^ od desigoanl 
par A ei U des qnnntiles egaiemenl rntionru>iloä, poser: 

00 Jl-^+VCyHf'jJ ^ ^T^r^yHi''; (««od./*),. 

et il an resöltera 

Da eaa danx ooDgroeDcas on dödoil ais^manl: 

(8.) X = 2A Cnod.it), 

(4.) A^-B\if'-\-f) = (mod- ie). 
Conma la Dombra pramiar ast da la forma 6}|-|-1: an. dlaraii las daox 
aambras da la aongroanea (1.) a la puissance n—i s=6ji, on enra: 

al an faiBanl, paar abragar, " 

(60 c- y+ }({itW)t = (»od. /»), 

anqnal cas an a 

OD oblienl au moyon des congruences (n. et 6.): 
•I par Bttila 

W aisTiji^j-^^W -'V,Xy'i/,';{«.od.,0. 

I 

% 
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lle e«s demc oongrvaicei d^dnit 

(10.) Ji»- = 1 im»ä.fOi 

(11.) Jfil-l-Aa(^-i-ir') S5 J (iD0d./i). 

Si nvintenaiit on elimioa H at /V antra las cangraanees (4. 10. at oo 
ablieDdra: 

(12.) 4A* ^ -2p{M'\-t) (nod./i); 

ei couinie par hypolbesa se = 2A atl uoa radoe rtUomialla de la congraence 
proposee, oji aara 

(13.) 4J»-f-3H-f-y ^ 0 (raod.^). 

Klioünanl A entre ces deux congruences, on trouve 

(14.) y2M-ij\Mti) ^ (mod./.*). . 

Talla aal la r^atiaD qat doit axislar antra las coafliaiania da la oon- 
graanca propoaa«, paar qaa caUa congmanea pniraa admattra. nna aolstton 
ratioonalla. 

§. 13 

Theoreme Si est un nomhre prent ier de la forme 6n-^l, 

et si p et q sunt deux uumbres tels (fuc Ion ait ia relation 

{q'-\rpi""'' ^ "X (mod,,«); 

a^^dpa:-\-2^ 5 0 (nod./«) 
admet tma »okakm. nOkumeUei eeiie sofmümt wü donme p«r im 

M repreMiUani U$ pariU ratiotmeUe du äeveloppemeni de tss- 
prettkn 

pttt la formuU da 6iiidjM. 
En aiet, la aaala raaina ratiounana da la eongruanaa praposäa alanl 

j. ^ ;/t-y-|-y'(y'4.;,^;]-t ;/f-./->\y-|p')] ~ 2A (mod.^.), 
aous aurons, en vertu de la cungruence {^12.) du ptiragraptie precedenl: 

(1.) o:' = -2;»CJ^-f 1), 
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el ftr tolle on » poor * les deox yatears 

X -|-y/[-2;^.J/ I l,j (mod.//), 
;r - — >/f— 2;>(Jlf4-l;J (mod. ,«). 

II peul paraitre siirprenant qiie l'on oblicnne po!ir -r deux VHi«iirs 
ralionnolles, egales el de signes conirafres, tandis que In coiiirnience propo?ee 
De peul admcftre qiruno seule Solution. Celle dirticulle s'e\piique aisemeul fei 
Ton remarque que. Ji conser vaal la möme valeur, qnel que soit le sigoe de f/, 
les deux valeurs precedeiites iie sonl paä touteä deux racities de la con» 
grueoce propos^e 

x'-fS/^x-f 27 ^ 0 (mod.//), 

mais que rntK" de cos valears esi une racioe de celle congrueoce el Taulre 
apparlieot a la coiigt-uence 

a^-\-^px — 2q L£i 0 (iuod.//). 

a laqijpllp on pourrail appliquer le mdmc ralsonnenienl tjui nous a conduil ä 
la congrueiice (12.) du paratjraphe precedenl, eo changeant q en — q; ce qui 
n'allererail pas celle derniere conyruence. 

Si nous voulons connaitre celle de res deux valeurs de x qni ap- 
parlieol a io congrueoce proposee, il suffil d eliminer .v- eolre les congruences 

] 3/5»x-i-2y ^ 0 Caiod. /*); 
oe qoi «ondoit a la solatioB 

$14. 

Od pettt aossi demontrer les dmz tb^rimea qoe nous venons de 
donoer, d*one maniere plus simple, en renarquant qae Ton a idenUqiieiiienl: 

[-f ^ (iiiod.A*). 
Par sflhe on trooTe 

valeur qu'on peut meltre soas la forme 

X ~ {.-qHit-^P')h^ 'V^-\^}I^V'^-p')\ (med..«), 
en ayant egard a la oengnience (6. §. 12.)- 
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En changeant le signe de /;^^-f;>^), en qni n'nllnre pas In valcdr 
de it, en a: 

X = l_y_^/,y-|-^';]*[l 4 M^iai:q'-\ p')] (mod. iu). 

Mullipliant ces deux valeurs de x, et ayant egard a la congrueoce C^^O 
(§. 12), OD obtient (tonle r^nelion faite) 

~ —2p[iHi-\) (raod. a). 

Cettc valeor de x\ mise dang la coogruence proposee, dooee l'eqaalioa de 

cuaüUion 

■ 

Quaal ä la valeor de x, on robtiendrait conme dans le paragrapbe prdcddent 

§. 15. 

Si Ton reinarque que ia coogrueoce precedente peut se meUre sous 
la forme 

4ilf'-3i1l+l+^ = 0 (niod.iM), 
Ott bleo flons celle-cl: 

«3_3«_j-2(l-^i2l) ^ 0 (mod.^}, . 

en snppoaant s = 2M, il en rMlera que si celte derniere eongrnence admet 
nne sointion ralionneUe, solntion qni sera donnee par 

en anpposant 

in valeor de z devra dtre egale a %Mt poor qoe la eongmence propoate 

^'+^^+^9 ^ ® (mod.^) 
adowtte nne solnlion rationnelle. 

On voik aiosi que si la congrueoce proposee aduiei iioe racioe ralioo' 
nelle, on anra la relation 
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Jf et ü' elittl doODees par la forainia (7. $.13.) et per le fernrale (1.) 
de celai-d. 

RMproqsenieiil, si celte congrueDce est satisfaile, la congraence pro- 
poato admettra une radne» dono^e par Ja female 

$. 16. 

Theoreme fJL 8i rnmnevAre ißremier ie la fanite f^n'—i^ 
^ ai p et ^ aoRl dwx namhre* t*i» ifue Fon mY.* 

|0 etmgmenee pnpote«: 

4 3/»a:-f 2 y = 0 (med. fi) 
aimeftra troh radne* nritiomtetie», ou n*m admeUra auame. 

Si iious supposons que x _ U j (luod. /t) soil une solutiou raliüimelle 
de la congruence proposee, nous pouvuns facileraent reoonnailre que les trois 
Solutions seront exprimees par: 

(l.J jl' (luod. m). 

• (2.) X" ^ t„od.M3. 

(30 x-s - ta:.- '^^-j.':^+"''J (a.od..a); 

car, en Terla de la rehtion 

x{-\'dp:ti'\-2^ = 0 C<nod.^), 

on a les ideatites: 

x'-\-x"-\-x"' = 0 (mod.iO, 
a?y'-|-arV"-f a7'V" = 3;» (mod. tO, 
x'x"x" = ~2q (mod.u). 
II rösolte de la 4|ae, comme — 3 est racine impaire de tout nombre premier ft 
de la forme 6fi— 1, rexpression ii—Hf^-\-p^)] ^^^^ rationaelle, et ies Irois 
racines de la congruence proposdO) se composant de parlies ratiolUielles« seroDl 
elles mdmes raüonnelles. 

§. 17. 

Theoreme .\. Si u est un unmhre prewifr de hi pinne 6w— 1, 
et 81 p et q eont des uombres fets que dm ail la relation 

Crelle • Joüriwl f. d. M. Bd. XLV. Heft 4. 43 
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-{- 9p9f + 2^ = 0 (mod. fO 

MTS taiUfäiU, w ne ie wrm pm§* 
En dteign«nt ptr J et A deox qanilil^s ralkHndlM, posoos: 

U es rteolten 

(2.) *yi-g-}Xfip'n ^ A-B ^p') (mod. fi). 
De ces deiix eongraeoces on deduU aisement: 

(3.) X = 2A (mod./i), 

(4L) A'i-BHf'i-p') = -P Cmod. fi). 
Comme le nombre premier jn est do la forme 6»— 1: en ^event les deux 
■lembres de la congraence (1.) ä le puissaiiee 1, et en eyenl ^gerd k le 
eongneiKe (3.)« troovere: 

Si DOOS posons, poar ebr6g«r: 

(ß.) l~HA9'-\y)t'"'' = Mi^f^^p^) (mod./.), 
ce qut doune 

mm , «lll-l I 2h— t 2n-^i. ^vJt-i y 9 I «. 

iif=(-f) +— I — r"<""*> (f +/»^) 

I 2n— I 2m— 2 2m— 3 2m— 4. j i _avi i r j % 
3 3 r"^~^^ (mod.^), 

noDs «vraiis 

f-> pfww = "+^''<»'+'''' ■ 

Cbengeant le sigoe de v't^/'-f P^) daas celle congraence, oo obtient: 
De ces deux demieree relelMNis od tire: 
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EliroinaDt B et ^ entre la coogroeace (4.) et les deux dernidrM, on obtient, 
toiiles reductipDS faites: 

(9.) 4A'-{-ZpA = Mp* Cmod./»). 
Cela poBÖ: si Ton admet qne la eoagraanee proposte admetle an« 
racine ratioluidlef las trois raoioaa saront ralionneiles an Tarto du tbeorema 
precedent; par aoaa^qaanl 2A aara une ^piantitö rationnallä qai davra satia- 
faira i b congnianee 

x^-{-^px-\-2q = 0 (mod.^); 
oa aura donc , 

4A -*^ 3pA — —q (mod. ^/)- 
Comparant cette coagruance avec calle (9.), nous aurona la raiation 

Mp"^ = — f C"K>d./t). 
II rtenlta de la qua si catte derniere coDgraanaa aal satisfaita, la qnantile ZA, 
qui est rationnelle, est racine da la eoBgruence proposee; et par coosequanl 
il aziate trois racines raüoaoallaa, prapres ä satisfairc a la congruence donade. 

Si cette derniere congraeoce n'est pas salisfaite, il est absurde de sap- 
poser qne 2A soil une racine rationoalla da la coogmance donn^a; et par 
aaita il oa aanrait ao ezislar aucuoe. 

§. 18. 

Pour determiner les racines de la coognience proposee, dans le cas 
oü reqoülion de condition ( J.) du paragrapbe precedent est satisfaite. on 
pntirrn avoir recours a la congruence (A.) da mime paragrapbe, qoe i'oo 
meltra sous la forme 

A'-^p = n^f-ip') (mod.^). 
£levaiit ses deox membres ä la puissance ^(^—1) = 3n — 1, et remarquaot qae 

= iT"* = -f 1 (mod..a), 
(y'+l»')*^"'* ^ -1 imad,(^h 

nous aorons: 

(A'i-pf-' = -1 fmod. u). 
D^veloppant le premier membre de celte cunrirueiice par la formule du bindme, 
at simpliüaat le resuUat au moyeo de la congruence 

€A^-\-3pA-{-^ s 0 imo4.fi}, 

43* 
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00 arrirera necessairenent a ose aongraanoe do setood d^r^, de la forne 

(i.) = 0 (fflod./t). 

De ees deux congraeoces anit 

4Sfir+(4T-3^£r)il— = 0 (nod./«). 
äindnaBt entre ces deox oongraences, od obtieot: 

e( par soile une des raciates de la eoograence propos^e aera 

Lea coagnieDeea (2. et 3. %. 16.) determiDeront les deax aotree radnea. 

Ce proc6de ne donne pas TeixpreaBion dea meines eo fonettoiu ra- 
tiooDelles des coiffidents de la eongraenee preposte et do oombre premier 
Neos allona pr^seoler daos las paragraphea snlvaota la deterroioation des racines 
aons ee poiot de vae« lorsque Je oombre preaiier a Tooe des deox forates 
18m-|'ll et 18m -f 5; nos recherches ayanl iAik infrootoeoses pour le cas 
oä ju est- de la forme 18m-|-17. 

%. 19. 

Levaie. ^ ea# im WMihn fnmier d» ia fhrme 6ji~l, et 
aj la congrumce 

ai^-\^dps-\-2q = 0 (med. 
dan» iaquell^ js el 9 '^'^ ?w ^on a: 

(y^y/"^** s -1 (mod./»), 
admet trois racines rtUummUea, on aura: 

(«.) f - 7 -i^ Y(f + p'}f ^ -P (mod. fi). 
Hemarquans d'ubord quo i'on a ideuUquement: 

Par saite la valeor de x; 

peut Mre Mte: 

d'oü Ton tire: 
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En posanl, poar abr^ger*: 

(2-) » V i P'.y" - P-\-QMf-^f) Cmod./*), 

et changeant dans la congruence (1.) le signe de ^(y'-f-p^), on obtienl 
(3.) a.f_y_y(y'4.|,3;]i = i^g-yXv'-ip')f-\-P'' Q^i^-\-p') Cmod.^i). 
Additioiwaot lei coigraenees (1. et 3.)« od trouTe 

Si Toit remarque d*aiitra pari qua 1*00 a: 

li eu rt'äuUuru 

. (4.) P= -^p Craod. 
Changeant dans la congmence (2.) It? signe de i'C^^-f-p^), on a 

[- * - M 4 P')]'" ^P-Q{r-\-p') (mod, M). 
Gelte congmence, mnltipliee par la congruence (20> donne 

P'-Q'if-l-F') ^p^sf (mod.^*): 
congrnence qni, en Tortn de Ja relaUon (4.)« fall foir 

Q ^ 0 (mod. 
La coogrueuce (2.) peut donc dtre ecrite: 

ce qa'il fallait demontrer. 

S. 20. 

Theoreme XI. Siie nomhre premier /i = 6it— 1 eti ^alement 
de la forme et si la congruence propotee 

a?-{'Zpx'{-%q = 0 (mod.^), 
dam la^ueUe p et p tont tele fue ton a: 

C^'+P*)*^ '' s ^1 (mod./*), 
imIbmiI Iroia raeiMM rationneUes: ces trau raenue seront dotmees 
par le» formuhe: 

x' = 2M^p' (mod.iu), 

j:"' = -Vp'm-Xyi-H't+P'm (mod./*), 
JietN refriemUanl ptwtk raHmneUe ei U coeffkieiU de Ü'f+p^) 
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du developpmimi dä r§9pten¥m [- y + t/^ rf"^* *» /bfWKto 

6i l'on remarque qu^en yerto du lemme dn paragrapbe precedent oo a: 
oe qne Ton peot Mre sona 1« forma 

et qo'an diangMot le aigna de üf-^f)^ anra de ndoie: 

qae par aaile lea valeora de 9: 

$f s[-i'+y(9»+/)]*+t-f-y(f^+ii^))* Cnod./*), 

-[-vi /(y'+/»')j\-Ä-}y-3)+[-^y(y'+A'')]*(-t+l>'-3)(«'od.^), 

v'(y'+/''}]V*+ i>-3)+[-v-»V-i-/''Jj\-i-iy^-3)(n»od./i}, 

poarroiit d(ra ^oritea aoaa»la forme 

(2.) )V{[-y-y(y +/^'))*^""V*-i/-8), 

an posant, poar abrigar: 

d*oü resulte 

et ai Ton remaniae qae etant de la forme ISm-f 11, on aura 

^(11.1} = dMf 1: 

0 en rMtara: 

= 2Af V (nod. ju), 



■ 
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|. 3L 

Theo reue m B b nomin irndtr /i^^tn—l ut ^ah-- 
MMl 4$ la fbrms ISm-fS» ei wi la cangnunce frtfoUt, 

dan» laquelie p et q wut teh que fm a: 

«Mim«; ^ro» rocMM« nakam^iet: c»« <roir nMKMt «tron^ dmmees 
fat Im formtUets 

3^ S i— («od./*). 



. -zS e;(2;y..v-i)4-3(7'-fP')3 („od./i)i 

M represeHtmt Ja partie ratiormeUe du deceloppemetU de Fexpre^ision 

Si oous reujaryuoas qu eu vertu ile Tegalite O« — \^tStn-\-b^ OB Ol 

1« vtleor de dooodo per b eongnmieo (1.) da paragraphe pr^cedent, 
poorrt 8*Mre: 

En faisant pour abreger: 
et AB renarqnaot ^e 

= ;x-^+,^(^+|i^)]+J[-f-y(f'+i»')3 («od./»), 

00 obdendn: 

a?' [ 1 - v>' C^W - -j- = 2 yp\ Nyif + p») ;/[ - y -f (^^ + p')] (mod. /*). 
Cbaogeaat daaa ceUe coagruence te sigaa de iiq'-i-y')i qoi n'altere pas 



4 
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In valeur de a^, on tropTe: 

Multiplianl ces deux dernieres coDgruences membre a membre, il cn resulte: 
(2.) x'^[(1-)V.^)^-piV.A\yH-p^] ~ 4p'l'p.^\g'i■p') Cmod./*). 
Changeant le aigne de f,^^-rp^' (^^ns la coograence (l.)» on n: 

(3.) y y(^pHl»')r = ill-iV,^(^ + ,^) (mod./*), 
Multiplianl nembre n membre les congraences (I. et 8.)* od eo deduit: 

(4.) = (mod./O. 

Comtue d'ailleurs ea vertu du Theoreme de Fermat on a: 

^««-+« = 1 (med..«)» 

il en resuUera: 

p'-'' = (med./!), 

- (mod. ti\ 

Vp 

Oo poiirra, au moycn de ces deruieres congrueoces, doooer a la congrnence (2.) 
la forme tres simple 

««Cl-y>^.Jf) = - ^pi.l'^fip.M}) (mod./«), 

si Ton remnrqne qae 

1 -^pfp.M^ EHE (1 — v>-.vW)(l i ]'>-^) (mod.,a). 
Ed subsliluant cclle valeur dans la congruence precedeale, et cn supprimant 
le facteur i — \ ip\M , qui, cotinue nous allous le reconnaitre, ne peul elre 
cougru a zero, nous aurons: 

«'* = -2pii-\^\p\M) (mod./*). • 
Si Ton remanpie qne la eongraenee proposee donae 

- ^^F^ (mod./t), 

il en i^sttUe: 

(50 = (mod.^). 

,,(2/,A3i-i) 

Les valeurs de x" et x'" se dcduiscnt trop simplement de la connaissance 
de ar', peor qu'U soil oecessaire de nous y arr^ter. 
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Ponr ooapl^ter la d^monstration de notre th^qrene, Ü Boos raile k 
pnMi?M' qne l» fMHtm i—yp\M oe peiit dans aoeno cas 6tre congirn a i^ro. 
En affat« en aoppoiMit 

l-y>\Jf »0 (mod*/»), 

il en rMlera: 

M ^ -r- (med. ju). 

Getta valenr de M, miae dana la eongnienaa (4.)« donne 

N = 0 (mod./*); 
on anni dbno en yerto da ia eon^rnenoe 00 • 

(6.) l^q-^^iq^^f^)f = ^ (mod.^). 
D*an anire la lenmie da (§. 19.) donne 

et de ces deux congraences on tire: 

)''(<7*-}-7'*) -= 9 (mod. 
congroence dianrde, pnisqne le 1' membre eal irratioBoel, landis qne le aeeoiid 
ne Test paa. 

§. 22. 

On poarrail cratndre qac In valeur de x', donnee par la congrueoce (5.) 
da paragraphe precedent, ne devint illusoirc, cn cc que pour cerlaines valears 
de ^ et y son denominateor deviendrait congru ä zero. Or il est facile de 
demontrar ^ae si y n^est pas congru ä zero, il n'est paa poasible que i'on ait: 

ay^.üf-i = 0 (fflod.f»)- 

En äffet, on dddnlt de celle oongrnence 

M = (mod./i); 

cette valenr de M miae dana la eongrnenoe (4.), denne 

2//»» 

on aüra. donc en vertu de la congruence (1.): 

CttHhH iMiMl f. a. M. B4.XLr. Hdki. 44 
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Catto coogroence, eombin^e av«e la snivulat 

dOBM 

Cooimc par bypothese y u esl pas cungru a zero, on a; 
congroence absurde. 

$. 23. 

Voici encore an tbeoreme analogue aa tbeorcme preeddent, et ^*oil poiirrait 
lui subsüttttf pour la determiaiUoii des racineB dans la congroeoce propotee» 
dans la aas' particolier qni nom occnpe. 

Theorema XUI. Si le no«Ar0 ynmier ft — Bn—t ttt dga- 
ImmhI th Im /brme 18a»-|-5, «I »t la amgrutne* fnfoUe 

«''f3|w-f'3f = 0 (mod./»), 

dans laqueUe p ei 4f wnt lelt que fom 

(r-}-/'')*^"** = _1 (mod.,«). 
admet trois raeines ralünmeUes: ces raeines neront donneet par 
Us formule» 

ser = — (oiod./«), 

Jf ' rtprh^tiUuü la parUe roHoimtlk pte ton oMmU iiveloppani 
fwpreaHim 

par la fwnmU da Miöm#. 
Si BOOS remarqaoBS qn'an Terbi de T^gdild dn-^l s=18m-)-5 ob a: 

2ii«B6»-f2, 
OD pourra ecrire la congraence 

{—H-\-M-\-l^)t' = —P (mod.A*) 
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som Ii fonae 

Bztrtyaiit la ramoo .troMtoe des dem naobres, et posanl, poer ebr^er: 
nem aarons l*one de$ eongmeDces 

rM'-i iVVcyH;»') = -I>[-y+v\yM-;»')]* (»od. ^, 

(«.) /xW'+.\'»V-i;,^} = _;//,f--y-fy(y'-|;,>)]^(_|4-iy-3)(mod./i), 

OaeUe quc ce soit de ces coDgrnences qoi sott satisfaite, od ea d^oira, ea 
chaafeaDt le signe des radicaaz: 

(*.) } M^-ti^i{^A^j^) = _;^^[_y_y(^+;^)]i(_^_| ^/_3) (cod. 

En addiiionnant ceile des con^ruences (a.) qui est satisfnitp, ;i\ec la congraence 
(Ä.) correspondanle, le second im iiil rc np ser« aulre chose que — ^p, multiplie 
par l'une des racines de la congrueoce proposee; en designaol cette racine 
par x\ nous auroos: 

2M' = (mod./i), 

et par consequent 

X ^ i — {xaoQ.fi). 

Oa dedait «isemeal de M les valenn de d/' el 

S. 34. 

Theoreme. XIV. 8i fi im ntmAr^ pre m k r Sb ia fbrme 
fSai-f 5, et 8t p et q »oiU dsus »oflifave ieU fiie fön aUr 

(7^+;^)*^** = -1 (mod.u), 
üfi/v* = — y (mod. u). 
Ml representant la partie rationnelle du developpement de t'es- 

presshn f— V^^' + P')]*"^'» ^ designant par M et Ht' les parties 
ruttimnelle« des deceloppements des t.[ prcjisions [ — ^ "f f vV* 4"/*')] 
et [ — q-\-]f(q^-\'P^)f''^^' ftous auron^ üi con^ruence 

(1.) M' = . ,^ \ — («ed. /»). 

44» 
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Ce theoreme senil evident si Ton «dnetUdt qne Ies Irois Yaletnrs de 
o/« «"el«^'« donnees dens le paragraphe preoedent, soienl respediTeDieot egalAs 
ans Irois ▼alews af» ^ et ol»teDnes dans le (f. 22:); car en egalaat las 
Yalears da x\ on obtfeadrait la congrneoee (t.)$ oolre Ibterame anra doDc 
l*a?antage d^^blir cette coBCordanee. 

Si neos aoond^rbiis las congraaDces • 

[- y + ) (V' + P')T^^ s -I» (mod. iu) , 
[- y + + P')T s Ä + A' M W) («od. 
[-y + rV = ^A ^'M'rP') (mod..«), 
et si DOOS remarquons que:. 

;' 

ü" - A-^C^i» s -p^+» = -/»y>» (mod. /*) , 
noas obtiettdroas: 

[il« + A«(9»+ji»)+2iPAr|^(,'+;^)j[Jf+AV(^+,^)] = _p (mod.iu): 
eongraence qo*on peot decomposer dans ies deax snivantes: 

3r-N^ ^"^{q'^-p')\^M'^'M ^ O Cmod..tt). 
De ces deux congruences on Ure: 

(2.) 23i'»+j»f|i^ = ^f*ip,M (mod.i«), 
et meltant dans la eongruenee 

ai^-\-Zpx^2q s 0 (rood. /*) 
2Af' 

ponr sa valenr — i — , on oblient: 

(4.) 4J1 t^/MV- = 0 (mod.); 

eliminant M''^ entre eas denx eongroences (2. et 30s on obtieot Ja con- 
gnience (1.)* 

Geneve, Oetobro 1852. 
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24. 

Note sur les s6ries decroisssntes dont les termes 
80üt alternativement positifs et uegatils. 

(Pir llr. (Utramare, tgmt. ^e» mlb. snp^. ä l'acad. d«e sdeMei de Cisnive.) 



§. 1. 

Bien qne leB.series d^oissanles dont les tennes M«t alteniaUTaineDl 
posilife «t n^Ufs, soiont ooDTergentes, il arrive ccpendant qaelqnefois qna la 
cooTergance est si faibla qne ces s^ries ae aaaraient dtre employees poor 
dötenainer les valeurs apprincimativas des qoantites ip'eUes repr^enieoL 

Notre bat, dass eette nofe, est d*exposer un procede fort simple, an 
moyan dnqaal on pent traasformer ees sortes de series en d'antras, d*antant 
pIns oonvergentes qne lea snltea pröposees le aoni moins. 

S. 2. 

GoBsidöroBS, povr cala, la aerie generala 

(1.) « = a — 

dans laquelie nous stqpposerons 

, «>l>e>4l>eto. 

En d^slgnant par 1 et /i deax qnanUtös qneleonqnes, frfsons: 

(o.) a' = la —^th, b' ~ Ib — /U.C, c' = i.c — fid, etc., 
(Ä.) o" = la' - ftb', b" = Ib' - yid, c" =ie - yLd\ etc. , 
Cc.) ia"-itt6", 6"'=A*"-^', c"'c= Ac" - ju4l", etc., 
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Cela |»08^, oonceTons qa*0B ait ealcnl^ la table fni^anta^ 

Kukgt TefBws «mdliiim, 1' terme, 2^ lena«, 3^ lama, 4*^ terme elc 

+ + - + - etc. 

1 0 a b e ' d e\e. 

2 j^a o' V if d* etc. 

« *" ^' 

4 c'" rf'" ele. 



'^äC"-» jC—O ^(-.-u rfC-.-i> elc, 



donl le mode de foraatloD des diff^rents tetmes est eztrdnemeet simple. 

1** Le prämier rang horisonlal eontieot, aatvanl leur ordre, les diffe-- 
rents tennes de la s^rie propos^e (1.); abstractioii faite de leora signes qoi 
figoreat dans la li|{ne rap^rienre. 

2" Le lermo que nous avons deslgn^ soos le nom de t€rm€ auxilimr«, 
dans chaque rang, s'oblient en mullipliant par u le premier terme du rang 
precddent, et eo dlvisaoi le produit oblcou par elev« a une puissaDoe 

egale aa rang du terme qae Pon veul former, diminue d'une unitö. 

3" Enfin, chacun des Hutres termes de la lable se forme an moycn du 
terme immcdiatemcut au dcssus, et de celai qai le 8uU dans le rang qai 
precede; au moyen des relationa (a^ 6, ... m). 

§3. 

En substituatil dans la formule (1.) pour a, b, c, etc. leurs valeurs 
dedaites des relalioos («r.}, dous trouverons la noaveUe serie 

En meltant dans cette tormule pour a', b', c'^ elc. leurs valears deduites des 
relatioDS C^.), neos aurons 

(8.) «=-^<.+jj^«'+5:^(-r-r+^-....). • 
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Od Ironvm d« mtaie A Taide des rtlstiow (<;.): 

(4.) S = _^.+ j-|jjj,«' + ^„HiS^(«"'-*'"+---)i 

el g^n^ralement, ob ponira fonner ona mnlütiide de efeies doBt la sonBi^ 
est £gtle k S, m preBsnl S ^al a la somoie d'aalaat de teraies aaxiliaires 
^*0B vondra, 4 la suile deaqaels ob dcrira la sehe iBflaie dee lernes hori- 
MBtaBZ qoi SttWeal le lerme amdliatre aeiioel ob 8*est arrdle, avee lean 
sigaes respecüfs. C'esl eiasi qa*OB poBrra Mre: 

En ae eoasiderant de eette sMe qae les termes aaxiliaires, doni le aoailir» 
pent ötre sappose proloBge & riafiai, ob obtieal: 

En supposanl celle serie couveryente , el en y substituanl ponr ff, 
d*, a'", elc. leurs ?aleurs donoees par les relatioos {a, b, e etc.), on oblieol: 

« - -(^H ^»•+ .^»"+ ...> 

Od trouvera de niöme ao moyea de cette relalion:, 

et de mäme: 

« = — •+«-(^nij:fi^'+5rR5r'r+...), 

el riasi de sniie. 

S. 5. 

En disposanl conveaabtement des valeurs des ymitUes iodötcrminees 
X et //, on pourra obtenir ponr la transformee en termes aiixiliaires (.4L) , une 

Serie fori convergrcnle; cl lorsque la loi de ses termes sera facile a saisrr, 
Celle noiivelle serie pourra elre subsliliH'e n la seric proposee C'O ®^ donoe 
la valeur de avec un graod degre d'approximalion. 
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Ed supposant Isss/issc^, lw rdalions {ß» e, «Ic. m) dourat: 
a' -^a" = ^ft', y « Ic', 1/ -<s" « etc. 

i^-.«'"«!*", r-Ä'"«-!«'', de. 



par eooM^ent: 

de. 

«>c'>c''>e'" ele. 



Dant eetta bypolbeaa la seria (X) panl dra terila: 

Si par exemple nous consideroos la Serie 

DOOS aurotis pour sa tronsforinee en termes ouxiliaires (•^4'.) la serie suivaote: 

rtl S M I - '•'^ I 1.2.3.fl' . 

J 2il • 4i»(fi+«) 8« (« -f a) (H + 2a) i6/i + + 2a) (h + 3«) '» ♦ 

dont la loi de formation des lermcs est evidenle et donl il est facile de deler- 
mioer la convergence en faisatit le rapport larma a eelai qai le pr^ceda. 

Geneve, le 10 Deceoibre 1852. 
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25. 

Methodus nuva aequationem indetemiinafani secundi 
gradus duas incognitas implicantem per numeros 

integros solvendL 

Dissertatio incagoralit. 
(Auel. Uerm. Sekeffler, Bniiuvicmsis.) 



Art. 1. 

Soinlio aaqmUonia geaeralia indatanaiaatae sacuadi gradaa daaa In- 
cognitas implicantia 

par aojDaroa iotegros ad soloUonem aeqoationis simplieioris , 

(3) aur-\ 2bxy-{cf ^- k , 

cujus coefficienles a, b. c, k sunt integri, reducitur. Nexum aequaliooum (1 
et 2} oraittentes, disquisitiouem praesenlem ad aeq. (2) restringimos. 

Ilanc aequationem (2) Ühistri^simiis Layranfje prirnus resolvis (conf. 
addilnmiHil!? f./(/;ran(/iana ad Fjileri Algeltninj. in linguam Geraianicao) traos- 
lala a Kausaler, 1796). (juamquam co»i}>letii. el inaxima laude digna, rae- 
tliodsis Liftgrunffiana noii omni rcspectu t^l jurfrcta : elenim non unica regula 
generalis pro diversis problemalis casibu^ . iniiiio vero regula peculiaris pro 
quoque Irium casuutn est data, quando delenmnam 6' — uc formue binariae 
ax^ 4- 2 bxy -\- cy^ est, aul numerus positivus non-quadralus, ant numerus ne- 
gativus, aut numerus positivua quadidlus; praoterca calculus pro ca^u diiüciiiore, 
ubi delerminaus est numerus positivus »ou-quadratus et multitudo solutionum 
infinita, prolixior est, elegantia carel el facultalis omnes iocognitanini valorM 
iatar linrilas dalos jaeenles fadle invaniendos noa aalis habal. 

Clarissimus Legendre in libro „Essais sur la Iheorie des nombre::, 17^9 
luelbodum Lujfrungianain ^eculus est. 

Crelle't Jonnwl f. d. M. Bd. XLV. H«II4. 45 



Digitized by Google 



350 Sä. Schefflerg meth. nova ae*juui. mdei. tec. ifraäu» per nnm. int. aoleendi: 

Princnpii» omoiao diversit ceteberrimm Gmua in opere dassioo »Dis- 
4IuiBitioo«8 arithmeliMe, 1801** rem tractarviL Metbodns «etiailioneiii proposritam 
9oIveiidi a Ueo ingenio^ssino «qiosila onoas casuB, Disi detamtiflaDS t^— <ie5=0> 
anb regnia commani amplectitur et ob rigorem ac geDeralitatem soiDniis sdenUae 

postutationibns plenc salisrnclt. Qune qnum voro in fornarom hinnriarum 
tbeoriam, parlom Arilbmelicae Soblimioris, ianitalar, ideoqae atadiun disciplinae 
subsidiariae iatae et algorilhmatn copiosum reqiiirat, pro wiu vulgari nieUiodys 
•lemeiitaris expcdila adbuc est desideranda. 

Fractiones conlinuae, jnin a Ijaqrnnge saepius adliibitac, lianc ad nneiii 
apltssimae sunt. Kurum nuxiliu ad trielhoduin porveiii, (jUiie uequationi:» pro- 
posilae soiutiones pro quovis delerminaiilis vnlr.re cuoiplete aUpio Ihuio ordine, 
nihilo seciuä cnlculo sioiplicissimo suppedH il lianc metbodum uinni gencra- 
lilalc ac rigore hic tradere brevitas uoii pcruiitlit. Expositionrnii intugram 
ooiiunerilationi majori de Anulysi Indeterminata *) reservans, in »c(|iienlibus 
>ul eiini soluni cai>um respiciani. nbi delerminans est numerus positivus non- 
quadratiis. Quae reslriclio eo magis licebit. com casus desiffnalus, inlluUa 
sululiunum niuUitudiue praediluä, OQioium diiiiciüiinus sit, et reliquoruni quisquu 
secundum regulam specialem mullo simpliciorcm et jam diu notam resolvi possit. 
Praeterae aogusluni bajus opusculi spalium metbodum aovaoi poUus describere, 
quam rigorose demoMlrMW me compelHt 

Art. 2. 

Dosigaeiniis fracttoneai contiDoam 4Vu-j-J_ 

elc. 

ubi quolienles 0„, tfi, »i ... numeri integri posillvi vol ncgaüvi (ciira noo 
exciusa) brevilates causa per [n,,, Ui. a. . . /]. lolius fracliuni^ luiorem re- 
dmctum per K=t^, generaliterquo fraclionem appro^uirK/uantem aliquam, 
primos Ji-j-i quotieates ab indice 0 usqoe ad iadicem u implicanlem, per 

(3) ttf.. a,] = ä;, =-^. 

Fractionnro appropinquantiuro successivaram nonieratores ac denoiiil- 
nalores Jtf«> iV« secandum formulam rccursnriam 

(4) Jlf. = a.ilf.,,+iM^„ iV,««,iV._, + iV._, 
*) Quae sumlibus iibrariae aulicae Hclwingianae, Uannoverac, mox proaiulgabilur. 
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faeilline »mit etUndanfi schanate boc: 

-1 ilf„ = l A.i=»0 

« ■ • • 

• • • ♦ 

ex. fr. pro IC» [8, 3, 1, — &, 0, 6] 
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16 


7. 



Rhu Humeri M^, A,, iuler se semj^er eruni primi, semp«rqoe relatio 
valebil haec: 

(5) üf, a;_, - iW„ (-1 

Annolamus, loco vnforis 1 etiani valüiem — 1 pro x1/_, et A_2 uccipi 
posse., quo facto omniuin quuulitatutn N signa in opposila commulaolur. 

FracUooea etsi appropioquantes dicanlar, ood aemper aerieoi oon- 

vargepten, acilieet seriani iemiiooruai conliovo ad attiaiaa fraetionis jg- valoreoi 
propios aecedantium, coMrtitanDt. Ut bac proprielat« freaalar, qootieMea certia 
aoodilionibna, aalisfacere dabent. Coavergaotia aioa dubio exfatat, ai ppal 
alifpam indioem omnes qooUantes aignoni poaitivoBH coiisar?aiit et cifram Don 
continenl. 

Si fraclionann valgaretn posUivam vel nen^dyam, aecmidaai regniaei 
ttsitatam in fraetionam conUnnam Ita convertioras, ut per siagulaa divisionea 
inlegros aiaximoa a», a,, . . sicul per primam ilf:iV integrum maxininni e^ 
infra siloni, seceroamus (seriei ... — 2 —1 0 1 2 ... terminuiD qnemqoe 

45» 
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•praeeedente tM^tm Bccipientes), oiniies ipotteiitw ernnt posilivi alqae ^ 1, 
«xeepio primo o», qui «tiam aeqaalb dfrae Yd oegatnn» esie potetlt Nihil 
cetornn impedit, qnominas ariiitrarios qactieotes nouiidlos iiMnuBDS, hoc nodo 
evoltiliODein in indeflnitam extendainas, deniqne anten, ot calcnlns IfaieD attingat, 

ad strldam infagronim maxiolonim lagam redaaraoa. EzenpliuD ooBYeraionls 

—5 

fractioois praecedentia illastrabit. Secundum regalam vulgarem habemos: 



81- 
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8. 



Sl Tero pro quoHantllHu a^, «i valoraa arliilrarios 8, 0 rasp. aainmiainc, 
taaiqne daniin ragalaffl prioram adhilMiniis, fit: 
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Art 3. 

SSmili modo expressio imtionaßs Haa ^Pj^^» in fraolion«« contiDaam 

iriiiniiaiii |/i„. Ol ^tienübas aut maximis ant arbilrariis evolvi polest. 
Suppoucndo, esse 

D, quem deterimnantem expressioais iL appeliabimus , nuoierum in- 
tegrum positivum non-quadratum; 

Pu al Qu numeros inlegros qaoslibet positivos vel negaüvos; 

f> PI 

D—P^ nunerom per Qo divisibÜen, nve —j^^Q^ nanMnuii 

ini(jgi Ulli (quod Semper eveniet sobsliluendo, si necesse est, ^q^'^ 
deniqae 

radieem «pnotiUitom positivain (qood si bob loeam haberet, eigais 
omtendia foeile eflicereliir): 

AlgOfitimDS seqBMS oritor: 

% 

generaliler 

. i 




(6) 






(T) 


P. 




C83 







Si qaisqoe qnotioas hon trUtrario« 'sod ita assamitur, nt Intogran 
nazimitm infra x„ silan repraeaentet, lages sequentes babemas: Omnes quo- 
tientes, excepto fortasse primo a„, eront positivi unde ooDTergentia 

fractionis continaae Sequilar; in seriebus infinitis nomerorom a, P, Q periodos. 
communis occurret, qua allacia caicuii ullerioris negotium cessal; omnes qnnn- 
lilates periodicBe ernnt posilivoc nlque illae a -C2]-D, illao P-^y'D, illae 
Q<i2^Jfi terni numeri P^, Q^, per formulam C^O ila connecluntar, 
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Qt Tslores detaminati ipsornni P^, vdoren dfitorndtttliim iptins oe- 
cessario poslaleot (idquc etiani, si qaotieolc« arbitarii sunt); iinde patet, oa- 
maros 0 praeter periodum eonaiQBeai, periodam specialem eadem qoidaai ter- 
roiaoram aiaUitodlne, altaaien uoo indice prius indpieDtem coBStilnlnros «sse. 
Ecce.axempliuii. 

Pro K—^^. — habemas 0_, = 7 et evolutionein haoe: 




Ouanlitates ( — 1 qua« magot momenli sunt, manireslo periodos 
eadem aal daplice longiludine quam qaanlitates 0„ formaiU, prout inulliludo 
terminorum periodi qtjnnlitntum Q„ est pnr aul impor. In ca?n posteriore series 
Ularum ( — otiinci; vnlores periodicos illaruui Q„ cum signo positivo 
simulque cum signo ne<:ativo continet; in casn priore conira serics illarum 
^^lyQ^^ dimidium vnforom ppriodicornm illarum allerum cum sigoo posi» 
livo, allerum cum signo negativo implicat. 

Quando pro pluribos quolientibos valores arbilrarii inlroducootur^ dein 
aulem lex inlegrorum maximorum perpetuo applicatur, quantilatum a,, P„, Q„, 
(^^lyQ^ periodi landem prodeiinles. prroribiis oxncle congrucnl. Ex periodi 
ipsartim ( — 1}" Q„ conslonlin seqiiitur, initialem periodi ipsnrum indicem spinper 
fore piireni aut semper iniparem, qualescunque siiU quolientes primam periodum 
anlegredioiites. si quidem numerus lerminornm hiijus periodi pur est. (In casu 
cotilrario. ubi numerus terminoruiu periodi ipsarum tj impur est, initiatis ille 
index semper ad libitnm pnr vel impar accipi polest, proul [»rimae periodi quaa- 
tilates pro periodicis adtniiiunlar, an Don.) Ponendo in exempio praecedenle quo- 
lienlem Ou arbilrario =5, tumque applicaodo vulgarem evolutioois legem evadil: 

I 
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✓37-4 

3 






✓37 + 19 _ 
lOt *^ 




Vr, = 


✓37 + 89 _ 
73 — 


1+-!- 


= 


✓37-16 
3 


3 + 1 


jr4 = 


✓37+7 
4 


« . 1 




✓37+5 
3 




(hoc 


loco calculum 


priori 



qnara = [5, - 1 , 1 , 3, S, 8, 1 , 2, 3, 1 , 8, 3 . . .J 



congruum fi«ri apparel). 









— 1 


7 




0 -4 


3 


5 


1 19 - 


108 


— 1 


2 89 


73 


1 


3 -16 


-3 


3 


4 7 


4 


3 


5 5 


3 


3 


/6 4 


7 


1 


Ü l 


4 


2 




3 


3 


J 

etc. 







Art. 4. 

loter quantilates P, Q et fractiones appropiaquaales ^ iliius K bae 
relaliones cxistunl: 

(9) <?„jM..t Af...-P.(iM^» i»f,^iV.-i) -O^i^^xM^ = (-ir'i*. 
(10) <?«Jiq_i-8 P«M^iJV,^- 0-,^:., = (-1)- 

qaarmn posterior maximi momoDti est, cum aeqoatioDi propositae (2) Stalin 
assioralari possit. 

Soppooeodo, quantitates Q,if l*u, O^yi—iTQm in aeq. (10) valores 
detenninalos ipsarum a, —k, —e,k93i aeq. (2) et qnantilatas Mm-it ^m-\ 
valores ineognitaraiii of, y habere, proposilio sequens valet: Sl series nome- 
rorom {^^iyQ^, ex aliqua expre^ouis K evolatione prodieas, valorem k 
eoatinet, manifeslo dno nnmeri AT^j inter se prinii dantur, qai aequa- 

tioni (10) salisfaelant; et viee versa, dno naueri if«_i, N„^t inter se 
primi aeqaalioai (10) salisfacientes dantur, va!or k per qoaodani illios K ovo- 
luüonem inter quantilates (-^lyOn reprodaci poterit, 

Art. 5. 

Siat K^^^~i et Jg^ = ^^^*^* 'dnae expresstones cgosdem deler- 

minaDlis ad qua^ perlioeant evolaliooes vulgares hae: 



■ 
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ad K 



n 




0. 


0« 


n 


p; 


0; 


< 


-\ 








-1 




ai. 




0 


Po 




Ob 


0 


PS 


<K 




1 


p» ' 




«1 


1 

• 


p; 




«i 


r— 1 


p^. 


(?^. 


«r-I 






• 

OL. 




r 


p. 




«r 


» 


p: 






r+l 


P.+. 






p:+. 





ad JK' 



8i periodi iUsrani K, K* idenlicaa soat» pro iodidliiu quibiisdain r, 9 
aeqvatioDes 

(11) p,==p:, a=ö;, q..==ql, 

existent, et vice versa. Hac conditioae expleta, ambae illae evololionea toti 
nodo eonbinari possont, at ab illius K evolutione termiiii tantam saper lincani 
I siti, relineantar, deinde loco qoolientis valor 0 ponatar, tum ▼ero 

pro ceteris quantitalibu? desecatis termini illius K' super lineam ( 



siti, Serie tarnen retrograda et signis illontm a' eiP' conversis, gubsütuanlar. 
Quo facto, nova illius K evolutio aascilar baec: 



n 


Pn 


Q. 




— 1 




Q^t 




0 


Po 


Qo 




1 

• 


Pl 


Qt 




* 

r-1 


p^ 






r 




Qr 


0 


r+1 


-p: 


QU 




r-f 2 




QU 




w-2 




Qi 




«~1 


-Fi 


Ol 




a = n 


-P\ 







ConjuDctio ista, quam combitu^Qnem 
accaratios per formulam 

(12) Ä(r) comb. 



fi, K' vocabimus et 
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deoolabimas, indk» nssr-\-§ ob «am Masam interrapimDS, ot qnanlilas 0«s=s(7. 
in ohimo sariei lermino appareat. Cum quoiiens penalünas =^ — ait, 
valoras pro JC^i, iV«„i ax bac evolatione oriuados, a pritoo illius K' qoo- 
liante a' non peadere, perspicitnr. Sinaiqae patet, qoantitateni ( — 
aeqaalem -j- Ql^ ant ae^alen — Q!, fore, fiiatanus n = r-\ s esl par, ant impar. 
Qoando igfitor periodas imparem terininoram mullitudioem comprehendit, com- 
binatio illius K et K', indicibiis r, s rite seleclis, seraper ila fieri potest, at 
( — Qn t"tn valorem -f {^,',, lum vnlorem — accipiat; quando üulem mulli- 
tado illa par esl, ( — X)" uoicum Uttitum valoram -f- Q'a^ —Q» assumere potest. 

Oombioando ex. gr. avolnliones 
4 



I» 

_1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 



p. 

-4 
4 
3 
5 
4 
3 
5 



7 
3 
7 
4 
3 
7 
4 
3 



0 

1 

2 
3 
1 
2 
3 



elc 



n 
-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 



K' = »^37+ 89 



89 
-16 
7 
5 

.4 
3 
5 



73 

q: 

-108 
73 
-3 
4 
3 
7 
4 
3 



1 
3 
3 
3 
1 
2 
3 



quarum periodi identicae e lernis termiois coniposilac sunt, nanciscimar; 



pro K (3} comb. K' (3) 



II 
— 1 
0 
1 
2 
3 



-4 
4 

8 
5 



Q. 

7 

3 
7 
4 

3 



0 
1 
2 



0 
-3 
—3 



4-5 4 

5 -7 -3 

6 16 73 

In combinalione anteriore esl 
contra, {-\fQ,^-'7'^^-Ql. 

CrcUe'i Jouinai f. d. M. Bd. \LV. Ueft 4. 



pro K (1) comb. (4) 



n 

-1 
0 
1 



-4 
4 



7 

3 
7 



0 



2 -4 

3 -5 

4 -7 

5 16 



3 
4 
-3 
73 



0 
-3 
-3 
-3 



(—!/(?« = 73 = -|- in posteriore 



46 
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Art. 6. 

Daae evolottooes K et K* periodis identids alTectae ob inllnitaiD earum 
MiMitionem nodts infinite dfversis conbinari poasoni, atlribuendo iDdicibns 
r, 8 valores varios periodi longiludine inler se diBtanles, aelltcet valores bos: 

pro T valores r, r-^-m, r j 2iii, r-|-3ill ... 
pro « vnlores s-\^in, it\2m, .v-|-3«i«.. 
nbi iii lermiiioruin pcriadicorum niimcrum desigriat. 

Gravissimum est, ioter bas combiaatioaes eas eruere, qaae diversos 

fraclionum appropinquaBtinm valorea proferunt. Huc per lemnM seqnens 
perrenimas. 

Si serleiD quolientuai fractionis cootinuao eujnscanque 

per Seriem 0, — . . . propagiimiis , fracliones appropinquaiUe:» 

■l^«^) f^H-i^ ■ • • paulatim se reproduceiil, äicul tabula docet baec: 



n 








n-3 








n-2 
















ft 


0 






«J 1 








2 









Generaliler ilaque est 

(13) [Ott, ... <i 0, —«»««, ... 

Porro pfttef. loco qaotientis 0 in fraclione continua ubicanqne ocenr- 
rentis series qunelibet hujusmodl: 

^» •■■ ^«-a» ^«-ii 0, — ^.-j» — .■• — Äj« — Ab 

Interealari posse, nnllo mntaU» fradionia Tatore. Nam proot quotienti poslrenio 
snccedit, ant qooliena uniens 0, ant series modo scripta, fradiones ap- 
proximanlea nlteriores IIa nascuntnr: 
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aut ita: 






aut Mb: 


















K 






* 














0 










• 










• 














V 



uiide inlellipiliir. frricliones appropinquanteä, ot ultima«, ei [X'nultimns. in nmbobus 
casibus easdem valores respeclive assuniere. Si ilaquc fraclio conlinu;! pro- 
posita per quolienlcm «.,_., non lerminatnr. pro fracfinnibus appropinquanlibus 
inferioribus omnlno aofinp valebil. ulnim iriter illum quotientem et proxi- 
IDUID u„ valur 0, au senos supra srripia interponatur. 

Hinc collifimiis , angTistiorein cafithmafHiniH (12) sigoiticaliooem ad 
ultimae fraclionis approximanlis valorem coutrahcntes, esse: 

ri4 ) Kir com\i.K' 's ^ K 'r-\ rm) comh.K' {.s - vm), 
in uiullitudiiiern terHutiünim perioili et r niiiiieritni queniciinr|ii( iiih'fjrfim po- 
silivum vel iio|;alivum denotante, dummodo iadices r-\-mi et s-^ vm iulra 
periodo:? peraiancant. 

Arripiondo igitur ex periodis illarum K, K' omniiio arbitrario eieclis 
du iiKiices r, v conditioni (11) respondcntes, cuaclae combinationes äiver^a» 
repraesentarUur pei duas serles sequcnles: 

(15) ^(r), (r-j-wi), (r-}-2//0 comh.K* {9) 

(16) H r comb. K'C*), i>-f wN 's - 2m) 
qaarum initiales lantum combinationes inler aeqiiales sunt. 

Si poslulelur. valorom (|'j;inlit;:ilis ^ — ^TQn ^ qnavi-^ combinnlione pro- 
deuntis non =- — Q'„^ Sed iibique -0' esse, niimeiii- ni -rmper rTt! p«r, 
ampleclens, quando periodus purem leiniinorum nniiiiiiidjrieri) crmiiiut- iitiam 
solam periodum. quando vero periodu? imparem terminorum multituduiem conti- 
prehendit, binas periodos. Praelerea lodices r et « ita eiigeiidi sunt, ut 
r ■\ s = n sit numerus par. 

In exemplo arl. praec. , ubi periodus 3 termiüüb cotiiitjel, habemus, ul 
Semper ( — 1)" — (/ö = 73 sit, »1 = 6. Tum sumendo r = 3 , * — 3, 

46» 
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diversae iDTontnitiir per fonmtlas 

(3), (9), (15), (21) ... comb.«:' (3) 
K (3) comb..«' (3), (9), (15), (21) 
sive, ramendo rsl, «s7, per formnln 

* 03), (19) ... coiiib.Ä^ (7) 

K (1) Qoinb.lC' (7), (13), (19), (25) ... 

An. 7. 

Agitiir nunc de serierum (15 et 16) vabribns calculandis. Indngulio 
idonea ostendit, ambariim serierum termioos simui per uoicain lurinuiaiii recur- 
soriam exluberi posse. 

Namque deootando per 
1^, ... periodom qnotiMtttiii •xpressionia K vel K', Mki r t«1 * 
proxiaie snccedeotem; per 

(17) ^ = [*u, *n . . ■ 
fractionem cunHnuam ex ÜHs quotientibus composilam, cujus fractio ap-> 
propioquans ulüuia el peniiUima est resp. 



(18) = 



9L. 



per 



II 

» 

N 
1 

M 
T 
ßf 
i 

M 

a 

JV 



(19) * = a»,_,-H«. 

ex nnmeralore fradioiiis tppropiiMpiaiilis nlliime et denoininetore 
pennllijnae prodeuntem; deni4|ne per 

(20) 



K{r) comb. 
K{r'\-m) comb. JSC'(«) 

iiC(r-f 2im) comb. 



N 



II 

i> 

iV 
-i 

^ 

— » 

M 
JV 



(91) 

iiL(rJ.comb. K'{9) 

K(r) comb. M) 

A(r) comb.üC'(«-j-2iN) 



M 



B ^(^) comb. 



TV 



seriemm (15), (16) termioos soccessivos: 
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formnla ^viBsimt iovenitar haee: 

(223 ^ = + (-!}„_, 5' 

8t ve sequi Valens: 

(83) A « <— ir*Ä*+(— 

Formnla (22) sive (28), ia qaa pro n Domerus qofennqoe positim 
vel negativog admitti poteat, omoes mmurßtcre» valormn ambantm Beriernm 
(30 «I 31) eompleelilnr. 

Connittlando litteran JH cum N, ex eaden formula detuimhiaiore» 
eorrespoDdeoles prodeant 

Pro usn praataaU» m Semper vabrem parem babebit, ideoqiie eril 

(34) M ^ kM-T-M 

sive 

(35) Jf = hM—M. 

Ad omnes serierum (20, 21) terminos invesligandos , sufficil. praeter 

h quantUates M, N el M, S ex duabus primis seriei (20) cJbabinaUonibas 
determioare, tumqne reliqaas qaantitates qoaeeitas 



seriei (30) 


seriei (31) 


per formalas: 


per formoias: 


Jf c= A Jf — Jf 


—1 II 1 
Jf « AJf-Jf 


3 3 1 

Jf = hM M 


-1 0 

Jf = HM-M 




—3 —2 -1 

Jf = AJf-Jf 


ete. 


Jf sss AJf — Jf 

ete. 



calculare. Principium, qaod bis seriebus inesl, congruil eo, quo secuoduui 
formulam (4) onmeratores ac deoominatores valomm approximaatiam fraetioonm 
eontiiraanim formantnr, deaimodo addiliooes in sablraeHoties eoRTertantor, va- 

U 0 1 I 

lores Jf, A', M, iSl pro dalis serierum terminis Hrcipiaiitni (A omnes fjuo- 
lienles —h pmiiinlur. iloc modo »mbwe illae serirs ;ui linicüin, ab utroqae 
Itikre in intiailam procurreoteiu, coiijuiigi et sub scbeuiale sequeote caiculpri 
possuni : 
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Air- 


M 


— s 


AÄf- 






hk- 


M 




0 


1 


u 












1 

Jlf 






1 

N 








h\i- 




■} 

iV = 


/i iV - 


II 

A^ 


A i«r = 




M 


i 

• iV = 


AA'- 


1 

N 



Pro exemplo* arl. 6 babernns: 
K (3) comb. K' <3) 



» 

-2 
-1 
0 
I 
2 
Ii 
4 
5 



0 
1 

2 
0 
-3 
•3 



iH, 

0 

1 

0 

1 

2 
1 

-1 
4 



A„ 
1 

0 

1 

1 

^ 
1 

0 

1 



iiaque 



>l = 4, ^ = 1 



IC (9) comb. K' (3) 



n 


0. 






2 




0 


1 


-1 




1 


0 


0 


0 


0 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


3 


3 


3 


3 


3 


7 


10 


4 


1 


9 


13 


5 


3 


35 


36 


6 


3 


84 


131 


7 


1 


109 


157 


8 


2 


302 


435 


9 


0 


109 


157 


10 


-3 


-25 


-36 


11 


-3 


184 


365 


1 


itaqoe 




184, 


,JV = 


= 365 



St = [1. 2, 3. 1. 2, 3] 



la — 1 = 



ff 




a». 




-2 




0 


i 


-1 




1 


0 


0 


1 


1 


1 


1 


3 


3 


3 


3 


. 3 


10 


7 


3 


1 


13 


9 


4 


3 


3ö 


25 


= 5 


3 


121 


84 
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ilaqne Wl^i^i2U 9I„_? = 35, nade 
A— iai+3ö«146. 

Harom ^■nlitatum auzilio valoras illarum üf, JV nandscimar per col- 
ealum facillinoni hune: 



n 

• 




* 


iV 

m 


• 
* 

-2 


« 

146 


58396 


• 

— 17375 


— 1 


146 


400 


— Iii) 


0 




4 


1 


1 




184 


365 


2 


146 


3686a 


38689 


3 


146 


3931376 


5648339 



♦ * • • 

Alios valores« qaam eus in hacce serie pro iM, A' coiilenlos, nuila 

combinabo expressionuai Ks^. — ^ — et Jk = — — producere pole»!, st 

qaidem altina qaaatilas iHarani {—tyQ^ ia qoavis combiaaüoae ^-\-Qi 
i. e. = 73 esse debeL 

Art. 8. 

Superesl. ul quanlitatis mentionem faciainus. Numeris D et Q!, in . 

expressione K' = valorea datos tribaendo, jscilicet namero D valorem 

determinantis expres^onia K, nnmeroqae Qi valorem qnendam ex serie qaanti- 
lalam (— 1)''0„ illiasJiC, nanenia pro iacognito retinqaitar. Ilaque referl, 
oarnea valores inqoirere, qaibai pro PI sabaliIntU expreaalo K' oombinationea 
ihersm cam illa K eoeat 

Qaam oombioaUo (12) aalla ratioae a primo illios K' quoliente «l 
peadeal, perspicaom esl, ponendo P^s=:vQ^'\-p, hiaeque 

pro Po ^ *olo8 naaieroa, posiUvös et negativos, qal absolale ^^Qn sini, 

D—P* * 
eonsideraados esse. Qoooiam aatem — —- 0'~i numenun integrem eaae 

oporiel, invesligotio nd valores posilivos iJJius P,' iion majores quam ^Q,',. 
qui expressioDeiit ü — P^^ per (>„ divisibilem reddaat, reducilur. Subsliluendo 
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iliqoe in D—P^ pro Pf nimieros 

0, 1, 2. 3 . . . ■ 0,; 8i Q;, par est, aut 
0, 1, 2. 3 ... i((?o — 1) si impar est, 

facili negotio valores quaesiti cogDOSci possunL Quisque eoram, tum positive, 
luiii negative acceptus., loco P,', in expressionem K' introdueendas est. Si 
pro pari illius (J,\ vnlore numerus ^Q» ipse ioter valores quaesitos iltius P,', 
ocearral, -f 1 C^» —iQ'u non diversas combinationes addoceot, potlas pro 
nnico tllius 1^ valore ae^Hmandi eront. 

Exeroplum. Sit I> = »4, 0^ = 102. Qnnm Q'^ par cl ^(^„ = 51, 

nuoieri 

94—0», 94-1*, 94 - 2» ... 94—51« 
^ 94, 93, 90 ... —3507 

examiiMiDdi sunt Iiitor hoa nniiieri aoli 94 — 14*«— 108«— 1.103 et 
04. 20^^-. 306«— 3. 103 per 103 ilivliibiles in venieotiir. Qsare Taloras 
quaestü pro P* sunt 14, 30, —14, —30. 

Quamvis simplicissimus bic caicuius ad illius P» valores exploraados 
Sit, commodior tarnen methodm m consideratiooe sequente colligitur. 
Conditio 

(26) 0, * = numero integro 

ae^valel ^uic: 

(27.) D — vQlt — P!^ ^ numero quadralo, 
vh\ V nunerom integrum quemcnnque de»ignat et pro Qi pOtUiotu valor illius 
Q» Semper assumi polest Denotando per i^, iM«miitfm integrum ta/ra ^ 

silum (qui Semper erit positivus aut aequalis cifrae) et per tninimum in- 

tegruin rcsp. nupra jy. aul supra ^-j , proul Q!, est par 

auf impar, silnm (qui pro tcmpcirr positivus vel negnlivus vel nequalis cifrae 
esse polest) solum opus p-^t, vniorcui illius v in no(|. (27) iuter limiles Vu et 
Vi variare. Quamobreui ioco illius v, valores successivos 

^it ^t) — 1 Tii— 2 . . . P| 

in ezpressionem D — tQl aubstilnimus et ex serie Iioc modo prodeunte eos 
terminos eligioins, qui nomeros qnadratos P,? repraesentent. Haec regula roulto 
ezpeditior eat praeeedente, qnum, termino primo D—v^Q^ caiculato, lingnfi 
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termini posteriores usque ad ullimum D—Vi(J,\ uddrnda quanlüalem Ql ad 
priores facili negotio reperiantnr. Insaper boruiu termiaorum multitudo r„ — r, 
nunqunni valorem \ Ql egredl polest; ex quo intolHgilur, multitudinem aume- 
roruiu iiutic calculaadorum dimidio mitwrem esse, quam antoa. 

.V D — vQlt In exemplo praecedentc habemus 

»i, — 0 94 * i? = 94, ö;= 102, ergo 

—1 196 = 14* tfV^M ö_ »* 

_2 298 porro 5^ = ^ «k 



—4 502 



Oi ~ 102 
97 



-5 604 == ""^^TÖf ' 

; ru=0, rjsas: — 24. 

-23 2440 

Vi == —24 2542 

Htnc concluditar, tanUimmodo t*„— r, — -24 nuinoros per additioaes 
simplices formandos esse, quo contri calculu' püur 51 numeros postolavit. 
Ceterom resultanl bic pro P^, vaiores jam autea inveoti :tl4 et ±20. 

Art. 9. 
Methodus tolvendi quaenfa. 

Ex praecedeotibus metbodum sequeDlem ad aequalionem (2) solvendam 
derivamus. 

Hae awpatione io foraiam 

(28) «r»— 2*«5r-fy* = * 

poflita, statnlmus 

(29) ö»««, P« = *, <?-i = «, 

itaqae 

(30) D^i^iac, K=.ti^l±fl±^ 

et aqiressiODem K in fraetionem continuam evolvimas. 

Nirao vaiores x, y wUr «0 primi ab üs, qai imtorem eomHmMm 
babent, disÜDgaeiidi rani 

A4 priores »Tefifendoi aoeipiiiiiia 

Cnlto*t l«anMl L 4. M. Bd. XLT. Haft 4. 47 
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«C poieotM 

.(32) JC'«2l2j^, 

pro oiniies valon» abaolote noi nqorea quam ^k, qui expreasioimii 
D^JPq per A divbibileiii reddanl, fecoiidDai art. 8 inTesUgtmin. 

Si tales valores non darenlar, reaoloüo per muneroa tnliir aa primot 
impoflsibllia foreL St vero daohir, pro aingoUs axpraaaioaeoi ia firaoUooam 
Gontinitaii oooTortiaina, exaninaotos, ulrom periodiu aUeiiJaa IC' pariodo illioa 
K eoogrual, «t qniden tali modo, ot summa r-j-a dnomn termiBorara cor- 
raqioDdantiam t valorMB parem babeaL 

8i nnlla oToialio K* haie condUioDi latisfacerel, wlutioDaB axpacUitao 
abaasaDl. Sin aatem noDnuUaa biyasmodi adraal, qoaeqae earam infinitam so» 
lalionum quaesitarnm Seriem prodocel, ad qaam coostitoendam eombinalioaaa 
iUios K com K' secandam ragalam art. 7 uno tonore porfideadae subI. 

Hoc modo solatioaes qaaositae sab fonna 

(33) M^x, S^y 

reperianlur. 

Omaaa valores ita pro y iDTcnti eltam cnm sigols oppcaitis aeqoa-» 

tiooi propositae respondent. 

Quod atlinet ad solutiooes x, y dwisorew 'communem aiitfUtm d ha- 
bentes, ut existcre possint, acqoalionis propositae membrom coDStans k maai- 
fcsto factorem quadraliim involvere debet. 

Numero igilur k successive a quoqoe factorum saorum qaadratorum d^ 
liberato, aequationes siogulas 

aecandnm praecepta antecedenlia pro / solvimiis, denique poaeiilea ' 

(35) SB^daf, y^if 

Art. 10. 

Proposita Sit aeqoatio 

r*»— tSay+lOy» » 7 
Qt resolTatar. Hie aat (^nssaB«?, Pg^sA^d, Q^^ess^-iO^ onde 

l> = «»-f 7(-10}===ll, Ä'=il^. Pro isUas evolatione in fracüonera 
coDlinuam babelur: 



Digitized by Google 



I 



2Ö. Sekeffler t melk, novo aequai. indct. sec. graäus per num. mt. iolvewH. 367 



m 

— 1 
0 
1 

'2 

4 



G 











-10 




8 


7 


1 


-3 


1 


1 


3 


3 


3 


3 ' 


t 


6 


3 


2 


3 



elc. 



Quom porro Q!, =^ k = 7 sIt, e numeri JP,' absolute non majores quam 
^iQo—t)^di qui expressiooem 11— P,'/ per 7 divisibilen reddant, anquales 

±3 iBvenlantiir, pro K' dno valoras ^^^^^ el conslderandi fimt. Prior 

▼alor eyoIatioB«» BüppedilBt banc: 



-1 
0 

G 



1^ 


<K 
1 


«1 


3 


7 


0 


-3 


1 


1 


3 


2 


3 


3 


1 


6 


3 


3 


3 



elc. 



cujus poriodus, bittos terminos amplecteas, cum ea UUus A' ila congruU, at 

combinationes 

K (2). (4), (6). m ... comb. A'' (2), (4), (6). iß) 
formari pubäuiii. Ad quod ctßciendura habeaius: 



pro K (2) 


comb. K' (2) 


pro K 


(4) comb. K' (2) 






iV. 


n 


a„ 






0 


1 


-2 




0 1 


— 1 


1 


0 


-1 




1 0 


0 1 


1 


1 


0 


1 


1 1 


1 1 


2 


l 


t 


1 


2 1 


2 0 


1 


1 


2 


3 


7 4 


3 -1 


1 


0 


3 
4 

5 - 


6 
0 
-1 


44 35 
7 4 
37 31 


1) 












qnare Mi 


«1, iV 


= 1 


quare i 




37, iV=r81 
47* 
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Pro qnaDtilate h ex 

Ä = [3, 6] 
»' «. S», 91, 

—1 10 
0 3 3 1 

m-l s= 1 0 19 6 

valor A=!DI„-i-j-$lti,.«» 19-^1 =90 reparitnr. fnzHio prliun tolii- 
tionnm seriam nandaciiniir, qnae rab Mhemate seqaante in ambo lalara ad 
libitnni extondi potesL 

ft h M^af lS=y 

-5 20 —9707577 —3334621 

-4 90 --139719 -167160 

—3 90 —6803 —8379 

—9 20 — 341 ^490. 

—1 ,20 -17 —91 

0 1 0 ' 

1 -87 91 
9 90 739 430 

3 90 14743 8379 

4 20 294121 - 167160 

5 90 5867677 3334891 

Ad allenun illius K' valorem ^—j — pertinet arolitio 

n PL <?i 

-1 1 
0-270 

1 2 1 5 

9 3 9 8 



3 3 16' 

4.3 9 3 

ele. 

cujus pertodus itidem ei illius K aequipollet. Ilaque, ad combinaliones 

A^' (2), (4), (6), (8) ... comb. K' (2), (4), (6), (8) • • • 
perficiendas, babemu: 
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pro K (2} comb. K' (2} 


pro K (4} 


comb. K' 


(2} 


a a„ 






a . 








-2 


0 


1 


-2 




0 


.1 


-1 


1 


0 


-1 




1 


0 


0 1 


1 


1 


0 


1 


1 


1 


1 1 


2 


1 


1 


1 


2 


1 


A U 


1 


-1 
1 


m 


4 
U 


7 


4 


3 —5 


-3 


—4 


3 


fi 


AA 


AD. 








4 


0 


z 


4 








5 


—5 


9 


5 




0 






1 






ergo ilf = — 


3, ZV = 


-4 


ergo 


M = 


.9^ N = 


5 



Notabile est, quantitatera h, ex terminis periodicis illios iL prodeuntem, 
pro Omnibus solutionum seriebus eundem valorem, qai nunc = 20^ invariabi- 
liler retinere. Hinc secunda solationom series seqaitur isla: 



n 


h 




li=y 


-3 


m 


—27471 


—33835 


-2 


2Q 


-1377 


-1696 


-1 


20 


-69 


-85 


0 




-3 


—4 


1 




fi 


& 


2 


2ü 


183 


104 


3 


m 


3651 


2075 


4 


m 


72837 


41396 



Hae solutiones, sicut priores, etiam cum signis oppositis sumi possunt. 
Sed praeter valores illorum x, y hoc modo inventos, alii inier se primi 
exislere nequeunt. Valoreni autem tnensuram communem iroplicantes in 
exemplo praesente omnino impossibiles sunt, quoniam inembrum constans I 
nullom faclorem quadratum (praeter f) involvit. 

Brunsvigae, mense Majo 1852. 
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26. 

Über ein JEW^sehes Integral. 

(Von Herrn Dr. pha DeddtM kn BraiMchwetf .) 



Die von Gaufi and L^Mdrs in die Analysls ein^efinbiien Fonetionen 
n und r sUhen lielKtnnlUc^ in den Zntammeohange, dab r(«) nü J7(«— >1) 
identiech ist, io lange a einen positiven Werth hat; fflr negative a ist r'(a) 
Siels oawdiicb grofs, wfihrend IT(a — i) dne bestimmte Function bleibt und 
nur dann unendlich und unstetig wird^ wenn a einen der Werthe 0, — 1, 
— 2 u. s. w. erhalt. Die Function TT wird als unendliches Product, /' ab 
bestimmtes Integral definirl. Unstreitig ist die erslere Derinilion umfassender, 
und gewahrt eine liefere Einsirh! in das wahre Wesen dieser Fnnctioncn; 
indessen ist es (ür die Integralrechnung wichli?. ohne Hülfe jener Entwicke- 
lungen in unendliche Producte und Reihen. seliisbtHudig eine Theorie dieser 
Functionen aui/usklleii. Dies ist auch in der Thut nach und nach votblandig 
g^tliHi^rn, seildeni namentlich DiricMet (im 15. Bande dieses .lonrnals) das 
berulniite Mulliplicationstheorem von Gauj-t so elegant bewiesen hat. in dieser 
Abhandlung wird auch der Lehrsatz 

* * ^ * J jr+i sin«« 

angewendet, iiir welchen sehr verschiedene Beweise von verschiedenen Mathe- 
luatikern gegeben sind, die aber fast alle ihren Weor über Fnlwickelnui^eii 
in unendliche Reihen lu hmen. In meiner. Ostern 1852 gedruckten Inaugural- 
Dissertalion (Über die Elemente der Theorie der Eulerschen Integrale) siud 
die huuplüäcbliclisten zusammengestellt; auch habe ich schon dort einen neuen 
Weg hinzugefOgt, welcher sich |^na im Gebiete der bestimmten Integrale hält, 
dem ich aber ^ne Telliloniniene Strenge nur dadnidi zu verleiben vermochte, 
daft ich die Enistebnnf dieses lolegrals ans der Maltipliealfon von JT(a^i) 

6nd TT(—a). und den Ausdruck für als bekannt voraussetzte. Im 

Folgenden soll onn ein, zwar auf ganz derselben Idee beruhender, aber von 
andern Theorieen ganz unabhängiger Beweis gegeben werden, der nur die all- 
gemeinsten SAtse Ober die bestimmten Integrale au Hülfe nimmt. 
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Zoersl mofs an einen HAlfssatz erimieri werden, 4er melilier einige 
Male gebreacbt wird. Es ist bekaootUcb 



r iw ____ 



wo die Logarithmea liyperbolisctie sind. Sind nun ond ^ positive Gröfsen, 
so folgt bieraas 



J {aw-\-ß){a'w-\-(f) aß—9fß ' 

oder, wenn der Logaritbine iainier nnr von dem absolulen Wertbe genommen 
wird: 

und diese Gleichang gill selbst fflr den Fall, in welchem ^ — ~ ist, wenn 

man ()en unter die Form % tretenden Wertb oacb den Regeln der Diffe- 
rentialrechnung behandelt. 

Geben wir nun zu dem eigentlldien Gegenstände flbw, so ist erstens 
leicht sn sehen, dalb das gegebene Integral 



nur dann einen ndlicfaen, nnd swar positiven Wertb bat, wenn ü ein posiliver 



eehter Bmeh ist Zerlegt man nindicb das Integral in awei andere mit den 
Grensen 0, 1 nnd 1, od, nnd sohreihl im lietatem — statt x, so findet man 

Da nun im ganzen Intervalle der Iritf'<:ratiuti zwischen den Grenzen 1 

nnd I liegt, so liegt auch A swiscben den Grenaen 

f\^'{-:r*)ix und 4y*V"*+*"')<fo. 
Dieses In^^gral hat aber nnr dann einen endtiehen nnd positiven Werth, 
~ a(!-^o) * ' posiliver echter Bmeh ist. Dieselbe Bedingung ist 
daiwr ancb für die Endüchkeit des Integrals A uölhig. 
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Ferner ergiebl sich nnmitteliMr em der Gleicfaung (3.) der Sets 
(4.) q>{o) ^ 

l>iffereDtiirt man diese Gietcbong in Beeng eof «r, «nd setst denn «=4^, so 
findet nen 

(5.) = 0. 

Da ferner, wie leicht «n sehen, (f"{^) positiv ist, so erreieht tpifl) fflr a«i 
einen Mininnniwertb 

(6.) V(t)=y If^^y TRyS)^'^?- 

0 0 

Bezeichnet w eine positive Grüfse, so erbilt man, wenn man in der 
Gleiehnng (2.) ^ stelt x sclireibl: 



und weao man — statt t/' setzt, 

40 



</u; 



Moitipitdrt man die Gleichang (7.) mit ^^-p, iategrirt in Beeng enf 

w zwischen den Grenzen 0 nnd oo, und bedenkt, dafs a^uiüig:^, des Uülfs- 
Satzes 

/" iw log.r 

ist, so erhalt man 

A A /** «*-*dlr , 

lotegrirt man jetsl in Beeng enf o «wischen den 6renun (l — a) nnd a, so 
erhilt nun 

Subtrahirt man die Gleichung (8.) von (7.), so findet men leichl: 

0 

und wenn man zwischen den Grenzen = 0 und w = oc integrirl und 
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erwAgl, daft 

/•* dtc _ 2loir.r 

ist, 80 folgt anmittolbar: 

l-a I» " . 

Zufolge der Eigeosohaft von A, dafs A=gi{o) = ^{i — a) ist, ergtebt 
aich aber 



Ferner ist 



und so erhalt man endUeh die Gleicbnng 

Ajf AAäu=^-^, 

ans welcber sich dnrcb Division mit A und Differenlialion in Beug auf a 
die folgende ableiten lifit: 

AA_iddA i (dA\' 
— "Aliä^ AA\dttJ' 

Da in derselbeo die unabhängige Variable a nicbt vorkomint, so führe 

man ^=sÄ als neae Variabel ein. Dies giebt 

^ . A'dA' AÄ , , . AA.MdA-AJÜ.AiA 
AA = ^--jj, AäA^ 

oder 

j,AA^ AA. diA'A)—AA.d(AA) 
d(AA) = • (AA)' 

und das integral dieser Gleichung isl ofTenbar 

AA = Const. + -33- == CensU -j- 33(3^; • 

Um die Constante ta bestimmen, setse man as=4, wofOr nach Glei- 
chung (5. und 6.) und Js» Ist; danras folgt nn als Werth dar 

Constante, und 

CrcU«'i Jou[n;il t. <l. M. B<1. XLV. Heft4. • ' dß 
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BesaidiBef man mit e eine GoiMtinle, so ergebt sich 

Um die Con^tante e xu finden, seise man wieder a = i) woraos 

1 s=cos(^7T-f =s — rin^» eoscnssO 

und 

co3(a-\-c)n =s aiRAn 

folgt. Man erliält daher 



71 



was SU beweisen war. Aofserdem ergaben sieh ans diesem Beweise sehr 
leicht noeh mehre verwandte Integrale; was fch hier n{<^t weiter ansfUhre. 

Braanschweig im S^temher 
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27. 

Aufgaben und liehrsAtze. 

(Tim fierrn TnUum J. Siemer m Berfin.) 



1. „Sind m ehtär Ebme zwei begrenzte Gerade AB und CD m 
beliebiger fester Luge gegeben, so besteht der Ort dt^nigen Puncls, aus 
welchem dieselben unter glichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, 
die zwei Rechte betragen) gesehen werden , aus zwei Curven dritten 

Gradn.^'* Beide Curven gehen durch die vier l.adpuncte der o^pf^ohenen Ge- 
raden, so wie durch ihren gegenseitigen Schniitpunct. Ferner haben die ( ür- 
ven diejenigen zwei Pancte ß'eniein. aus welchen beide Geraden unler rethlen 
Winkein erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschafllicben Functe der Curven 
sind imaginär und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. Der Satz 
umfafst viele, theils interessante specielle Fälle, welche unter hesondern An- 
nahmen rQcksichtlich der gegenseitigen Lage und der Gröfse der beiden Ge- 
raden eintreten. 

2. „Hat man in einer Ebene zwei ähnliche Curven dritten Grads, 
C*uHdCl, deren homologe DmetuUmm M verMen wh kdUtße 
ehi§, ehou tn tAr«r Itage fest, so kmn 4i« «miere auf 94 vereeMo^ 
dem Ärtm so gelegt werden, dafs Md» CWm» direei (nkM Sjjfmmo' 
iritek) äknUek Uegen, und einander' in irgend einem Pnar Aomolegen 
Ptme^ m und m,, und nekttdem noek in irgend tnoei nickt komokgen 
PtmcUn n und f i kerükren,** ,Jhirek die 94 Punete minder Cum C 
kennen Curten äf^ Grad» gtkenf und eben eo durek ^ 94 in Ct,^ 

3. „I» einer keSebigen Curve driOtn Grade giebi ee, im Äifye^ 
meinen, 96 Paare jforalMe gleieke uäd gleiekü^ende Müimmm^-Balb^ 
«MfMr.** — „ Wimfiele Paare parallele gleiche aber ungtewWtgm^de KrflMi- 
mmtgs" Halbmesser giebt es in derselben Curve?" 

Wird eine Gerade iiB von einer Curve drillen Grads, C^ im Funde A 
berdhrt und im Punete .B geschnitten, so soll die Strecke scbiechlbin Se 
Tätigende der Curve und die Richtung von A nach B ihre Richtung genannt 
werden. Die Mitte der Tangente beifse M. Zwei parallele Tangeiiten AB 
und Ag Bi beifien gleickliegend oder ungteieMiegend, je nachdem ihre Rieb- 
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tungen gleich oder entgegengesetzt sind; die ihre RcrQhrungsponcte verbin- 
dende Gerade oder Berfibrangssehne AAi-^ beifse und ihre Mille beifse iV. 
Jede Gerade, welche von der Curve in drei solchen Paocten Ä, B, C 

geschniUen wird, dafs der milllere B ädernde In der Mille zwischen den äullMrn 
A und C licffl. soll hier Sehnf oder S heifsen. Gleiche Sehnen S=Si^ 
sind solche, in denen die drei Schniltpuncte gleichweil von einander abstehen, 
so dflfs AU = BC =^ t ft, • Mif Bezuff hierauf lassen sieb toigeode 

aobl Salze und Aiifuiil f n ( 4. bis 11 1 einf>icher aussprechen. 

4. ,,Eine htüehige Curre drU/en Grad^, C^, hat, im Allgemeinen, 
18 Paar pnruUele gleiche aber uiuilt ichliegende Tangenten, und die Mitten 
2V ihrer iS heruhrungesehnen ^ Hegen in einem IteatitHmten Kegei- 
echnitte E'r 

5. „Wieneit Pmre paraUels gimch* und gleichtiegtndt TangetUäm 

6. „Wieviele tohke Paare Tangenten keU üteeHe Curve C\ 
wekAe gegtneeitig einmuler Aälßemf** 

7. m/» 4«r«€tben gegeb€nm Cunf C* guU et, m AUfememem, 
9 Paat parullete glrndte Sehnen, S^St oder ABC^Ä^BiC^\ und 
Se Bütten, H»a iVi, der 9 Geraden BBg^ weleke die mUUern PuneU 
der Seimenpaare »erMnden, Regem in dem ndmäehen, vorgemnmlen (4.)« 
K^ieUekmtte E^r 

8. „in dereelben Curee (P gieht es ferner 9 solche beeondere 
S^knen ABC =tS, welchen die den Schnittpuncten A, B^ C zug^ 
hörigen drei Tangenten A^^ B„^ einander in irgend ehteßt Puncte 
treffen} dabei ist die Tangente rin nuttlern Ptmcle B, zugleich ein 
Üurchtnesser der Curve C^ und zudetn berükrem alU 9 Temgenlen 
den nämlichen genannten Kegelschnitt ^Bl" 

9. ,,Oer Ort der Mitten M aller Tangenten AB einer beliebigen 
Curri' C isf eine Curre 13**" Grads, weiche die Bmvs C in ihren 
9 \\ endepuneten , wie in ihren drei unendlich inlj ernten Puncten 
herithrt , oder vielmehr, welche die 9 H'endepurK d samml den -zvge- 
hangen IVendetangen/en , io wie die drei Aagwpiolt n mit C gemein, 
aber zudejn die drei unendlich entfernten Puncte ihr liiztern zuglack 
zu fünffachen Puncten hat"' — ISiniujt man auf deri Vtrlängerangen der 
Tangente AB einerseils den Fund Jtf| so, duis AB^ HiV^, und anderer- 
seits den Puoct 31^ so, dafs BA =s= AM^ ist: so sind die Örter dieser betden 
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FMueie Ml und ebenfalls CurvM tBf*^ Grads, Ml' und M^, toMa 
akh gegen die Busie C ähnlich vtrhaÜen, wie die Cttrve iM". 

10. „Der Ort der BertUkruHjfseekns ® titter Paare faraUdem 
Tanpinien einer beUeü^en Curve iet eine Cure» P'" Claeee & und 

Grades «nd der Ort der Mitte 19 der Berüärun^eeekne @ iet eine 
Cvrve IV" Grad» iV*'.** Diese beidoD Ortsearven haben gleicbfolla eigen- 
(hamlidie Beziehong cn der Balis C^ wie die vorigen. „MUe kanm keine 
«WM BH-ührnngeeeknen ® ßeben, die dnander katflt0C* 

11. »Der Ort ailer Sehnen S in der beliebigen Cme C iet eine 
Curoe e"^ Claeee und iS^ Grader 

Bekannten Sfilzen Aber die Kegelschnitte gewissermafsen analog, hat 
man rAcksichtlich der Curveo drilten Grads folgende zwei Sätze (12. und 13.). 

12. 1. t^Ziekt man aus irgend einem festen Pol P in der Ebene 
einer gegebenen Curce dritten Gratis, C\ beliebige Traneverealen durch 
die letztere und legt in den je drei Scbnit/pum fen die Tangenten an C", 
welche ehlander paarweise in irifend drei Puncien Q srhnefden , so ist 
der Ort dieser Pfincte Q eine (/m-re 9''" Grad^, Q', u-eiche, mUer an- 
dern, folgende mleremanfe l'igftisclntj'ttn hat. 1 ) Sie hat drei dreifache 
Ptmcte, Qj^ die in einer Geraden J„ liegen; ihre 27 gemeinschaftlichen 
Punrfe mit der Basis bestehen: 2) in 6 Schnitten A, welche in ir~ 
gind einem Kegelschnitte liegen; 3) in G Berühtungnpuncten B (die 
für i2 gtineinschafttiche Puncte zählen), durch welche irgend ein Kegel- 
sehnill U- geht; 4) in 9 Schnitten 3D, HE und 3t\ die zu drei in 
drei Geraden Du^ E» und F„ liegen; 5) die genannten Kegelschnitte 
und B* beriUiran einander doppelt^ und jene Gerade (1) iet zugleitdk 
ihre Bertdtrungee^ne; und endUtA 6} Üa vier Geraden D», Et, 
und eektuiden einander in einem und demeeßen Punete.^ .Ferner: 
„Bewejft äek der Pot P in Mner beMi§en Geraden G, eo beedkrmbem 
He vier Geraden J^i ^ «iMf J^u beaiekßeh mer Ktfdeeknitte A$j 
D^, EU und womm jeder der drei lefxtam die Baeie O m irgend 
drd Puncien berührt, u. s. w.** 

n. „LU^t der Pol P inAeeondäre an der Baeie (P eeiht, wobei 
aieo Se ^anewreale in nur cm 9erMderSeien Puneten edMd^ und 
eomit nur der Schnitt Q von dm zwei zugehörigen Tangenten in Be^ 
tracht kommt, eo ist der Ort dieses Schnittes Q nur noch eine Cttrve 
4"" Grade, Q*, welche drei Boppeipunete hat, die in der Baeie 
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UejfmL"* — ifiew^ neh im- Pirna P UU^ 4»r ^amzm Ba$i» C\ so 
iti €nf4t§kmde Sckmii' Cumm ao bmthaffen, da/s jeU b^eKgs 
Betade m der Ehmu ton je 90 dereeUen kerßkri wird:' 

13. ,^ue jedem Punkte Pin der Süene einer Curee dritten Grade 
gehen ß Twgentem an Mee^, deren BerUkrungi^nauie, panrteeiee 

verinnden, io Ber^krungeeeknmt 0 keeHmmm» Bewegt aiek der PotP 
in irgend einer Geraden G, eo kerükren die ^ eiste irgend eme 
Wi4 Seeeibe Cnrve »"^ Claeee e% wMe attemat wU der Barne (P die 
9 Wendeipunele und zugekärigen Wendetangenten gemein kalt, v. e, w,** 
Wie niRn bemerken wird, ist dieser Satz im Grnode mit dem obigen (10.} 
idenliscii, indem (furch Projection der eine in den andern Qbergeht. 

14. Die den beiden vorstehenden Sdizen 12. mitd 13. analegen 
Sdize bei der Curoe vierten Gra^ aufzufinden. 

15. „Man denke sich in einer Ebene beliebige 6 Puncte p, oder 
ein vöUstilndiges Sechseck. Die Mifte jeder der 1o Seifen beifse a, itnrl 
der MiHelpuncl des durch ;> 5 der 6 Punc/e p beHtimml^n KeyeischnUls 
heifse b. Dvrch je 4 der 6" Puncte p qehen zwei sotr/n KegeUchnitle, 
deren Diitlrlpuncfe in der durch die btnlfn übrigen l'uuc/r p bestimmten 
Sfiie Hetzen; Jeder dieser Mitlelpnncle tietftie c. Die auf dtese U ei^te Ä«- 
stimmien Puncte sainutl (l<n H Punr/en p, was zusammen 6p^ \ha-}-Qb 
J. 30 c — 57 Puncte auamucht, liegen iil/fiftfil in irgend einer Cur ve fünf- 
ten Gnidi."' „Die (iteichung dieser Curie /lufzu^fetlen." — Wenn die 
gegebenen 6 Puncte p insbesondere in einem Kegelschnilte C' liegen, so 
falieo die 6 MiUelpuncle b in einen zusammen, der dann ein DoppelpuncI der 
Cnrve C* ist. Welche Beziehung beben die beiden Tangenten in diesem 
Doppclpuncle «i Jenen Regdschaitle C? 

16. Sind tn etnet Ebene ieSekige 9 Pnnete p gegeben nnd man 
legt an den durch je 5 dereelUn gehenden Kegeleekmtt ame dem jedes- 
moMgen eeeketen Pienele 4ße beiden Tangenten, vnd beteieknet jeden Be- 
rtUirungefimi^ dereelben detreh ü$ denkt eiek femer dmreh je 4 der 
9 IHmcle /r ^efenigen beiden KegeleebniHe beeekrieien, welche iße durch 
die zwei llbrigen Prnnete p gehende Gerade berühren, und heameknet 
jeden Seeer Bernhnmg^nmefe durch hz eo 9egen die aaf Ucee Weiee 
bestimmten 42 Puncte, nämlich 12a und SOb, allemat in irgend einer 
Curoe Grads, welche die gegebenen 6 Puncte p OM Dopget/nmefM 
hat." JOie GMehimg dieeer Carce am finden," 
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17. „Sind in einer Ebene 7 beliebige Puncte p gegeben und man 
Ufi durch Je 5 derselben den durch sie bestimmten Kegeleehmtt, und 
tuMcknet dessen Schnitte mit der durch die jedesmaligen zwei übrigen 
Puncte p geltenden Geraden durch a: so liegen die hierdurch bestimmten 
42 Puncte a allemal in irgend einer Curve fi^"' Grads, weiche die ge- 
gebenen 7 Puncte p zu Doppelpunctm hat.'' ,J}ie Gteiehmng dieser Curve 
«tuf zustellen:' 

18. „Soll eine Curve driften Grads durch gegeben* 6 Punc(f a 
gehen und einen Doppelpunct d liahi-n , ((essen zugehörige Tangeitien be~ 
isiehltch durch zwei andere gegebene Puncte b und c gehen: so finden, 
im Allgemeinen, 2o Lösungen sfaff." 

19. „Soll eine Curve dritten Grudn durch gegebene 7 Puncte u 
gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen eine Tangente durch einen 
gegebenen mdUm lPmut b geht: so giebl es, im Allgemeinen, i8 Lösungea" 

20. CMM Ctim äriUen Grad» dvrck 6 gegekM FumU « 
gehen und idnm Riekkehrpunet r haben, dessen Tangente durch amm 
jHyMftfliM sMeiUm Puai^ h gakit «o fiikdan, im Al^ftnmm, 18 L6~ 

' 31. „Über mner gegAmu» ChmnUSme ab, derm Emipfmu^ tu 
«M«r gegebtnm Carte irittm Broda Utgm, ianm dek Satar Caraa 
flüif ParalMügraama MudkrMaa. Dia fiutf Ptuutla, tu dmM du Dia-' 
goaalm dar ainadiua ParatMograauaa nek kraaaan, ßegm adt dar 
MtU der Grumdßma ab aUamai tu irgmtd #>mm KageUekiutta.'' Oder: 

„ Zu Jeder beliebig angenommenen Sehne a b in einer gegebenen 
Chnroe dritten Grads gieht es , im AU gp meinen, fünf andere Sehnen, Se 
ihr gleich und parallel sind, und die Mitten solcher sechs Sehnen liegen 
aUetnal in irgend aiaaa Ktjgeieaämtte,'* Jede der 6 Sehnen schneidet die 
gegebene Curve noch in einem dritten Poncte, ond diese 6 Puncte liegen 
ebenralls in einem Kegelschnille, welcher zu dem eben genannten eigentbümliche 
Beziehung hat. Lüfst man die Sehnen unendh'ch klein werden, d. h. in Tan- 
genten übergehen, sn gehl der vorslchende Salz in einen hekannien Satz über. 

22. Zieht man durch einen festen Punct p w einer ger eitenen Curve 
3"" Grads C^ eine verflnderliche Transversale, weiche die Curve (aulser in p") 
in zwei Piinclen a und b schneidet, und bezeichnet die Mille der Strecke ab 
durch P: so ist der Ort von P eine Curve 3"° Grads P', welche zum 
Doppelpunct hat und durch die im Unendlichen liegenden drei Puucte a^ der 
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gegebenen Cnrve (P gtÜA, Sind p, Pi und p2 drei Pnncle der Gunre C, 
welche in einer Geraden G liegen, »o »chuiim die ikium etUepreekemäen 
drd Cterren P^, Pf und Pi mumder »M§ammm (aufter mjtnen 9 Ptme^ 
im ü^) m wickm ß Ptmettn Q, welche m einem K^ekdatiUe Uegm. 
Wird die Gerade € aick »elket pmraUet kewegt, eo dnderm eiek zwar 
mit den Punden p, pi<, p^ und den Curten P^, Pi^ ^ auch zugMek 
die 6 Punefe Q: aber der KegeleeknUi Q\ in welchem Se leMern eUie 
liegen, kleiki unner ander tick fest 

23. Durch gegebene 9 Pnncte p ist die Cnrve 3"" Grads, G^, im 
Allgemeioen, absolut bestimnit; und eben so die Cnrve 3"' Clesee, jK^.dnreh 
gegebene 9 Tangenten g. 

Soll dagegen eine Curve G^ durch gegebene 8 Punefe p gelien and 
eine gegebene Gerade g berühren, so ist sie vierdeotig bestimmt, d. b. so 
finden 4 Lösungen statt; unrt rrleicherweise ist die Ctirve A'', wenn sie 8 
gegebene Gerade g berühren und durch einen gegebenen Funct p gehen soU^ 
vierdeutig bestimmt. 

Wie verbalt es sich min in dieser Hinsicht, wenn die Curve durch 
7 , 6, 5, 4 , 3, 2, 1 , 0 gegebene Puncte p gehen und bcziehlich 2. 3, 4, 
5. 6. 7, 8. 9 gegebene Gerade g berflhren soll? Wie steigt die Zahl der 
Lüsungen ? Für die Curve findet in allem Analoges statt. 

Berlin, im November 1852. 



Verbesserungen Im Vorhergehenden Hefte. 

S. 205 oben lies V, X\ statt ;i, A,, 

— 207 unten lies n*: ß* = yB -.yA statt rA .yB 
->2Q8 oben lies a\:ß\ = zBxzA statt zÄ.zB 

— — Zeile 6 lies aa^ : ßß^ ^ b:a statt a : b 

Zedetl vnd 12 sied « nad J* nlt $ und na verlanche». 



Dniak TM Ok aain«r to SnSn. 
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